I DIVISION EUCLIDIENNE DANS N :
1° Division euclidienne:

Soita [0 IN et b [0 IN". On admet qu’il existe deux entiers naturels q etrtelsque:a=bq+ret0<r<b.
On définit ainsi la « division euclidienne dans IN ».
Le naturel q est le quotient et le naturel r est le reste de la division euclidienne de a par b.

Remarque : q < % < q on dite que q est la partie enticre de %.

Onnote q=E (%) Entrer a
. Entrer b

Sur la calculatrice : Int (a/b)

2° Algorithme l

Entrée a un entier naturel : le dividande | input a ano-r
b entier naturel : le diviseur input b 0co-q

Initialisation |affecteraar 5 t

affecter 0 a q

0sto] g

si non

Traitement |Tantquer=b Whiler=b

affecterr—bar r_br

affecter 1 +qaq

_l’_

1+qsto] q o
end ou endW ou 1+qoo-q
endWhile

Sortie afficher qetr dispq, r

dispq, r

II MULTIPLE D’UN NATUREL DANS Z :

1° Rappels.
Z est I’ensemble des entiers relatifs, on dit aussi tout simplement « 1’ensemble des entiers ». Il contient IN et

tous les entiers négatifs.
2° Définitions : [.’entier a est un multiple de I’entier b signifie : il existe un entier k tel que a=b k .
On dit aussi que b est un diviseur a, que a est divisible b ou encore que b divise a.

Pour obtenir Ia liste des multiples d’un naturel dans Z, on compléte la liste des multiples d’un naturel dans IN
par celle de leurs opposés.

3°Exemple : [.’ensemble des multiples de 11 dans IN est : {0,11,22,33,... }

L’ensemble des multiples de 11 dans Z est : {...,-33,—-22,— 11,0, 11,22,33, ... } .

4° Théoréme : SoitaZ, b0 ZetcOZ
Si a et b sont des multiples de c alors a + b, a—b et, plus généralementu xa+v xXb,uetv
étant des entiers relatifs, sont des multiples de c.

Démonstration
a et b sont des multiples de ¢ donc il existe deux entiers relatif qet q 'telsque:a=cxqetb=cxq'

On a alors
{a+b=c><q+c><q'=C(q+Q')

a—b=cxq-cxq'=c(q—q")
uxat+tvxb=uxcxqt+tvxecxq'=c(uxq+vxq')

On peut donc dire que les entiers a+ b, a—b et u X a+ v X b sont bien des multiples de c.



III CONGRUENCES

1° Définition congruence

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

On dit que deux entiers a et b sont dits congrus modulo n si et seulement si a — b est un multiple de n.

On note (notation de Gauss) a=b (modulon)oua=b (modn)oua=b [n]

2° Propriété

Deux entiers a et b sont dits congrus modulo n si et seulement si ils ont le méme reste dans la division par n

Démonstration

Si a =b modulo n alors a — b s'écrit k x n ou k est un entier.

Les divisions euclidiennes de aet de bparndonnent: a=qxn+retb=q'Xn+r'avec0<r<net0<r'<n

Onadonc:a—b=axXn+r—-q'Xn-r'=(q—q")Xn+r—r'

Commeonavuque:a—b=kXnonpeutdireque (q—q')Xxn+r—r'=kxndoncr—-r'=(k—q+q') xn.

r — ' est donc un multiple de n
0<r<n 0<r<n

{OSr'<n Onc{—n<—r‘£0

Le seul multiple de n strictement compris entre —netnest0. Onadoncr—r'=0c'estadirer=r'

Réciproquement

Si a et b ont le méme reste r dans la division parnon a :

{anXn+r
b=q'Xn+r

ce qui prouve que a — b est bien un multiple de n

donc—n<r-r'<n

donc a—b=qxn+r—q'Xxn-r=(q—q'") Xn

3° Compabilité avec 'addition.

Théoréme :

Sia=b(modn) eta'=b'(modn)alors a+a'=b+Db'(modn).

En ajoutant membre a membre deux congruences modulo n, on obtient une congruence modulo n.
On dit aussi que la relation de congruence est compatible avec 'addition.

Démonstration
. ] a=b (mod n) {a—bszn . ' -
Si { a'=b' (mod n) alors a'—b'=k'xp Y k et k' sont deux entiers.

En ajoutant membre & membre les égalités on obtient :
ata'—(b+b")=kxn—-k'xn=(k-k')xn.
On adonc biena+a'=b + b' (mod n).

4° Compabilité avec multiplication.
Théoréme
Sia=b(modn) eta'=b'(modn)alors axa'=b xDb'(modn).
En multipliant membre @ membre deux congruences modulo n, on obtient une congruence modulo n.
La congruence est compatible avec la multiplication.
Démonstration

,{aEb(modn) {a—bZan
Si a' =b' (mod n) alors | v b pkrxq
Ona:
axa'-bxb'=axa'-axb'taxb'-bxb'=a(a'-b')+b'x(a-b)=axk'xn+b'xkxn
On obtient bien un multiple de n et ion peut donc dire que : a X a'=b X b' (mod n)

ou k et k' sont deux entiers.

Conclusion
a =b (mod n) a+c¢=b+c(modn)
:Soient | ¢ =d (mod n) alors: | 3¢ =b-d (modn)
u et v deux entiers relatifs axc=bxd(modn)

axut+tcXxv=bxu+dxv(modn)
a*=b" (mod n)




