
On veut démontrer que, pour tout entier naturel n,  (3 n² + 3 n + 6)  est multiple de 6. 

Méthode 1 : On travaille avec un entier n quelconque et on utilise les propriétés algébriques dont on sait 

qu’elle sont vraies pour n’importe quel nombre. 

Pour tout entier naturel n, 3 n
2
 + 3 n + 6 peut s’écrire : 3 n

2
 + 3 n + 6 = 3 n (n + 1) + 6. 

Or, on a démontré dans l’exercice 6 que le produit de deux entiers consécutifs est un nombre pair.  

Donc n (n + 1)  est un multiple de 2 et par conséquent 3 n (n + 1) est un multiple de 6.  

Ainsi on peut écrire : 3 n
2
 + 3 n + 6 = 6 × k + 6 = 6 × (k + 1)   où k est un entier naturel. 

Ce résultat prouve que: « Quelque soit l’entier naturel n, le nombre 3 n
2
 + 3 n + 6 est un multiple de 6 ». 

 

Méthode 2 : Le raisonnement par récurrence. 

I UNE IDEE TOUTE SIMPLE  

L’idée du raisonnement par récurrence est simple et peut être imaginée ainsi : 



Si l'on peut mettre le pied sur le premier barreau d'une échelle

et

Si l'on peut passer  d'un barreau quelconque à son suivant       
     

alors on peut mettre le pied sur n'importe quel barreau, aussi haut soit-il 

 

II LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE EXPOSE SUR UN EXEMPLE  

� Le problème posé  : 3 n² + 3 n + 6 est multiple de 6. 

 On veut démontrer que pour tout entier naturel n : 3 n² + 3 n + 6 est multiple de 6. 

 

� La démonstration  : Elle se fait en deux étapes (puis vient la conclusion.) 

Les deux étapes de la démonstration et la conclusion  L'image de 

l'échelle.  

La propriété est vrai au rang 0 

3 × 02 + 3 × 0 + 6 = 6. c'est un multiple de 6 
 

Initialisation On peut mettre le 

pied sur le premier 

échelon 

On considère un entier k tel que la propriété soit vraie au rang k, et 

on démontre qu'alors P(k + 1) est vraie 

On dit que la propriété P est héréditaire dans N. 

Considérons un entier k tel que (3 k
2
 + 3 k + 6) soit un multiple de 6. 

Démontrons que (3 (k + 1)
2
 + 3 × (k + 1) + 6) est aussi un multiple de 6 

3 (k + 1)
2
 + 3 (k + 1) + 6 = 3 (k

2
 + 2 k + 1) + 3 k + 3 + 6  

= 3 k
2
 + 6 k + 3 + 3 k + 3 + 6 = 3 k

2
 + 3 k + 6 + 6 

On sait que 3 k
2
 + 3 k + 6 est divisible par 6 on a : 




 
3 k

2
 + 3 k + 6 ≡ 0   (6)

6 ≡ 0      (6)  donc 3 k
2
 + 3 k + 6 + 6 ≡ 0 + 0   (6) 

On a donc bien 3 (k + 1)
2
 + 3 (k + 1) + 6 = 3 k

2
 + 3 k + 6 + 6 divisible 

par 6. 

Transmissibilité 

Hérédité 

 

Dès qu'on met le 

pied sur un 

échelon on peut 

mettre le pied sue 

l'échelon suivant. 

On peut dire que : 

la propriété  est vraie pour tout n de N. 



La propriété est vraie pour n = 0

la propriété est héréditaire
 la propriété est donc vraie pour tout 

entier naturel n. 

Conclusion  Donc on peut 

mettre le pied sur 

n'importe quel 

échelon, aussi haut 

soit-il. 

Une démonstration de ce type s'appelle une démonstration par récurrence. 

Elle se déroule en deux étapes : vérification que P(n) est vraie pour le premier indice (Initialisation) et 

démonstration que la propriété P est héréditaire et se termine par la conclusion. 



Comme vous le savez déjà, au temps de Pythagore, les grecs s’aidaient de cailloux pour effectuer leurs calculs. 

La tentation était grande alors de disposer les cailloux selon des figures géométriques. Les nombres alors mis 

en évidence étaient appelés des » nombres figurés » (dans les exemples ci-dessous, nt  et nc  sont des nombres 

figurés). Ainsi les grecs pouvaient-ils découvrir d’autres propriétés des nombres entiers. 

A. Nombres triangulaires : 

Sur un quadrillage, en partant d’un point, on 

construit des triangles Tn tels que chaque 

triangle est obtenu à partir du précédent en lui 

ajoutant les points de la diagonale suivante 

comme l’indique la figure ci-contre. 

 

On note tn le nombre de points composant le triangle Tn. 

1° Quelles sont les valeurs de t1, t2, t3, t4 et t5 

2° Comment passe-t-on de Tn  à Tn+1 ? En déduire la valeur de tn+1  en fonction de tn. 

3° Montrer, en utilisant un raisonnement par récurrence et la formule obtenue dans la question 2, que, pour tout 

entier naturel n ≥ 1, tn = 1 + 2 + 3 + … + n 

4° On juxtapose deux triangles Tn comme l’indique la figure ci-contre.  

En déduire que 1 + 2 + … + n = 
n (n + 1)

2
 

5° Utiliser un raisonnement par récurrence pour démontrer que la formule établie 

géométriquement dans la question 4 est vraie pour tout entier naturel n. 

 

 

B. Nombres carrés : 

De la même façon, en partant d’un point,  

on construit des carrés Cn tel que chaque carré  

est obtenu en ajoutant les points situés au-dessus  

et à droite du carré précédent de la manière suivante : 

 

On note cn le nombre de points composant le carré Cn. 

1° Combien de points ajoute-t-on pour passer de  Cn à Cn+1 ? 

2° Exprimer cn+1  en fonction de cn. 

3° Démontrer par récurrence que : 1 + 3 + 5 + 7 + … + (2 n – 1) = n
2
 . 

 

 

T

T

Cn C3 C2 C1 Cn+1 

Extrait de La science et l’hypothèse de Poincaré. 

Le caractère essentiel du raisonnement par récurrence, c’est qu’il contient, condensé pour ainsi dire en 

une formule unique, une infinité de syllogismes. Pour qu’on s’en puisse mieux rendre compte, je vais 

énoncer les uns après les autres ces syllogismes qui sont, si l’on veut me passer l’expression, disposés en 

cascade. 

Ce sont bien entendu des syllogismes hypothétiques. 

Le théorème est vrai du nombre 1. 

Or, s’il est vrai de 1, il est vrai de 2. 

Donc, il est vrai de 2. 

Or, s’il est vrai de 2, il est vrai de 3. 

Donc,  il est vrai de 3, et ainsi de suite. 

On voit que la conclusion de chaque syllogisme sert de mineure au suivant. 

De plus les majeures de tous nos syllogismes peuvent être ramenées à une formule unique. 

Si le théorème est vrai de n – 1, il l’est de n. 

On voit donc, que dans les raisonnements par récurrence, on se borne à énoncer la mineure du premier 

syllogisme, et la formule générale qui contient comme cas particuliers toutes les majeures. 

Cette suite de syllogismes qui ne finira jamais se trouve ainsi réduite à une phrase de quelques lignes. 

Tn+1 Tn T4 T3 T2 T1 


