Résoudre une éguation différentielle du premier ordre de la forme a(t) x'(t) + b(t) x(t) = 0 ou a et b ne sont

pas des fonctions constantes

Les questions 1° et 2° .sont indépendantes.

1° On considére I'égquation différentielle (E) t x' (t) — 2 x(t) = 0 dans laguelle x est une fonction de la variable
réellet, définie et dérivablesur] O, + ¥ [ et X' safonction dérivée.

a) Déterminer une primitivesur ] 0, + ¥ [ delafonction f définiesur ] O, + ¥ [ par f(t) :—%

b) Montrer que, pour tout t de] O, + ¥ [ €Mt =12

¢) Résoudre I'équation différentielle (E).

d) Déterminer la solution de (E) vérifiant la condition initiale x(1) = 1.

2° On considére I'équation différentielle (E) x y' + (X — 2) y = 0 dans laquelle y est une fonction de la variable
réelle x, définie et dérivable sur ] 0, +¥ [, y' safonction dérivée.

a) Veérifier que, pour tout x de] O, + ¥ [, XT_Z =1 —%. En déduire une primitive sur] 0,+ ¥ [ delafonction

définiesur] 0, + ¥ [ par f(x) =XT‘2 .
b) Montrer que, pour tout X de] 0, + ¥ [. e X" 2I™ =2 g |
c) Utiliser le @) et le b) pour déterminer I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

Les parties A et B sont indépendantes.

A. Résolution d'une équation différentielle  On considére I'équation différentielle (E) : xy'—2y =—x oly est
une fonction de la variable x dérivable sur l'intervalle] 0, + ¥ [ et ou y', désigne la dérivée deYy.

1° Résoudre sur ] O, + ¥ [ I'équation différentielle (Ep) : xy'—2y =0.

2° Vérifier quelafonction h définiesur ] 0, + ¥ [ par h(x) = —> In x, est une solution de (E).

3° Déduire du 1° et 2° I'ensemble des solutions de (E).

4° Déerminer lasolution f de (E) sur] O, + ¥ [ vérifiant la condition f (€) = 0.

B. Etude d'une fonction. Soit f lafonction définie sur l'intervalle] 0, + ¥ [ par f (X) =X (1—Inx) s x>0 et
f(0) = 0. On admettraque f est dérivableen O et quef ' (0) = 0. On note C la courbe représentative de f dans un
repére orthonormal (O; T, ) (unité graphique : 6 cm).

1° @) Montrer que, pour tout x de] O, + ¥ [, f'(X) =x (1 -2 InXx).

b) Etudier lesignede 1 -2 Inx. ) En déduire le sens de variation def.

2° Caculer lalimite def (x) lorsgue x tend vers + ¥ . On admet que Xlg@mo f(x) = 0.

3° @) Dresser |e tableau de variation def. b) Construire la courbe C en précisant les tangentes aux points O,

A et B de cette courbe, d'abscisses respectives O, \/é ete
C. Calcul duneare On se propose, dans cette partie, de calculer I'aire de la partie du plan constituée des points

M(x,y) telsqueaEx £eet 0 £y £ f (X), ol a est un nombre réel positif ou nul donné, inférieur ae.
1° Soit F lafonction définie sur ] O, + ¥ [ par : F(x) :gxa—%x?’ In x.

Vérifier que F est une primitivedef sur] O, + ¥ [.

2° &) On suppose a > 0. Exprimer I'aire cherchée en cnt en fonction de a. On note le résultat A(a).
b) Calculer lalimite de .A(a) lorsgue a tend vers 0. Interpréter graphiquement ce résultat.

On rappelle que, pour tout nombre entier positif n, xIi@gnO X" Inx =0.



Une méthode d'obtention d'une solution particuliére

Soit, sur IR, I'équation différentielle :y' + 7y = €.

1° Intégrer I'équation homogene associée.

2° Montrer quil existe une solution particuliére de I'équation différentielle, du type: f(x) = k(x) e, ouk est
une fonction dérivable sur IR adéterminer.

3° Déduire de ce qui. précede I'ensemble des solutions de I'équation différentielle.

FF(X) +7f(x) =

4° Indiquer lafonction f telle que :%f(0)=3.

(4] 1° ot (E) I'équation différentidllesur IR 1y +y=1—¢e™

a) Vérifier que lafonction f définie sur R par f(x) = 1 —x € est solution de (E).

b) Donner la solution générale de (E). c) Déterminer la solution particuliére g de (E) telle que g(0) = 0.

2° Soit g lafonction définie sur l'intervalle[—-1; 2] par: g(x) =1 —(x + 1 )e™* et C sa courbe représentative dans
le plan muni d'un repére orthonormal d'unité graphique 2 cm.

a) Etudier lesvariationsdeg. b) Tracer lacourbe C. c¢) A l'aide d'une intégration par parties, calculer

I'intégrale | = 8_21 (x+ 1) e*dx. d) Endéduirel'aire A, en centimétres carrés, de la partie du plan limitée par
I'axe des abscisses, la courbe C et les droites d'équations x = —1 et x = 2. Donner I'arrondi a 2 décimales de A .

1° On considére I'équation différentielle: (L1+x)y' =2y =In(1+x) (x 1 ]-1;+¥ ) .(E)
a) Résoudre I'équation différentielle (1 +x) y'—2y =0. b) Montrer que lafonction g définie par
_1+2In(1+x)
g =",
d) Déterminer la fonction h, solution de (E) et vérifianzt la conditionh (0) = 0.
x x 1

2° Soit lafonction h définiesur ]— 1 ; 3[ par : h(x) = 7 +§ -5 In(1 + x) . Soit C lacourbe représentative de h

est solution de (E). ¢) Donner la solution générae de (E).

dans un repere orthonormal d'unité graphique | cm.
a) Déerminer lalimitedehen—1. b) Etudier lesvariationsde h. ) Ecrire le développement limité al'ordre 3

au voisinage de zéro de h. En déduire la position de C par rapport alaparabole P d'équationy = 5 au voisinage

del'origine du repere. d) Construirelesarcsde C et de P dansle mémereperepour —1<x < 3.

Danstout le probléme, x T ]-1:1].
1° Primitive et équation différentielle

: 2X+|

h =

a) Sait h (x) 2 (x+ 1)
b) On considére I'équation différentielle (E) : 2(x+1)y'=(2x+1)y (E)
ou y est une fonction de x définie sur ]— 1 ; 1]. Déterminer la solution f de (E) tellequef(0) = 1 .
2° Fonction et développement limité
Soit f(x) = ¢ ,g(x) = 143y , 1x) = 1+ix4352
\x+1 2 28

SoitC, T , P, leurs courbes représentatives dans le plan muni d'un repére orthonormal (O; T, T ) dunité
graphique 5 cm. a) Calculer f(1) , et I(i@mlf (). b) Etudier lesvariationsdef. c¢) Déerminer ledl3 def au
X -

Décomposer h(x) en éléments simples et en déduire une primitive H de h.

voisinagede 0. d) Montrer que C et P ont mémetangente T au point d'abscisse0. €) Tracer C, T , P et
I'asymptote de C (on placerales points d'abscisses—0,9; —0,5; 0; 0,5; et les 5 points d'arrét, apres avoir précisé
leurs ordonnées.

3 AireSoit 1=8;% f(x) dx, 3=8; “ g0 dx, K = §."? 1(x) dx .

a) Interpréter graphiquement I, Jet K.  b) Ne connaissant pas de primitive sécrivant sansle symbole « 8 » def,

on ne peut obtenir la valeur exacte de |. Nommer celui des deux nombres J et K qui approche le mieux I, aprés les
avoir calculés al'aide de primitives a présenter.
c) Caculer L, valeur approchée de | issue du dI3 de f, apres avoir présenté les travaux nécessaires.



A. Résolution d'une équation différentielle

On considére I'équation différentielle (E) : (x + 1) y' + xy =€ ol l'inconnue y est une fonction de la variable x,

définie et dérivable sur l'intervallel =] —1, + ¥ [, et ou y' est lafonction dérivée deYy.

1° Soit g lafonction définie sur l'intervale | par : g (x) = x_Txl Déterminer deux nombres réels a et b tels que,
b

pour tout X de |, g(x)=a+ 1

2°En déduire une primitive de la fonction g sur l'intervalle 1.

3° Résoudre, sur l'intervalle I, I'équation différentielle (E):(x + 1) y'+ xy = 0.

4° Vérifier quelafonction j définie, sur IR, par j (x) =—€ est une solution particuliére de I'équation (E).

5° Déduire des questions précédentes toutes les solutions de I'équation différentielle (E).

6° Parmi ces solutions, déterminer lafonction f qui vérifie: f (0) =—2.

B. Eléments d'étude d'une fonction

On considere lafonction f définiesur | =] -1, + ¥ [ par f(x) = (x—-2) €~

On note C la courbe représentative de f dans un repere donné.

1° Montrer que lafonction f est croissante sur 1.

2° A l'aide d'une intégration par parties, caculer I'intégrale suivante : 802 (-x—2) e dx

3° a) Ecrire le développement limité d'ordre 3, au voisinage de zéro, de lafonction: X ««e € puisle

développement limité d'ordre 3, au voisinage de zéro, de la fonction f.

b) En déduire une équation de latangente T ala courbe C , au point d'abscisse O, et la positive relativedeC et T

au voisinage de ce point.



a) F(t)=—2Inth) &M = ("2 = ¢) @:—% Solutions: k €2 =k 2 d) x(t) =k ?; x(1) =10 k=1.

a(t)
2°a)1—§:§—§:—x;2 G(X) =x—2Inx.b) e**2Inx=g*" glnx = (é“")2 =x2 g™
)i{))—TPrlmltlve G(x) =x—2Inx. Solutions: ke **2"* =kx e
lA1°b(X) —fprimitive:—zmx Solutions : k &' = k 2 2°h(x):—x2Inx;h'(x):—2xlnx—x2’%

h'(x) — 2h(x)—x(—2xlnx—x)—2(—x2Inx):—2x2Inx—x2+xInx —X.3fX) ==X Inx+kx.
2f@=00 -e#+ke=00 k=1L.B1I°f'x)=2x(1—-Inx)—=" x*=x-2xInx. b) x(1-2Inx)2 00

1-2Inx30U x£\/; c) f est croissantesur | — ¥ \/:e]etdecrmssantesur[\/é +¥[ 2° I|m f(X)=—¥ D)
tangenteenO.y:OtangenteenAy:ETangenteenB:y:—e(x—e)

CF(x)— " 3% —%' 3x2Inx—%x3' % =X —x Inx = f(x) 2°a)A(a):8aef(x)dx:[F(x)]g =
3 3

a ;”a —%+e— b) lim A(a):e—

1°k ™ 2° f(x) = k (X) e‘7x ') =k'(X) €™ =7Tk(x) e™ f'(x) + 7f(x) 0 k') e™ =20

k'(x) = k(x)—ixf(x)—ﬁ 3° Solutions : %+ke‘7" 4° £(0) = 3U—+k 30 k—26 f(x) = W
1°f(x)=1 Xe f'X)=—e*+xe” . f'(X)+f(Xx)=—e"+xe*+1-xe*=1-¢€"

b)gx)=1-xe* + ke* ¢)g0)=00 1+k=00 k=-1Lg(x)=1-xe*—e*=1—-(x+1) e~
2°a)g'(X)=—e*+(x+1)e*=xe*.g'x)2 00 x30. ¢)l=3-e+4e? d)41»329

1%3 —ﬁ Primitive: —21In (1 +x) Solutions: k "+ :k(1+x)2.b)g(x):—%m

000 =5 gy L0 900-2000 =5+ 2 0E =i, 9 - F2RE i 1
d) h(0)=0 U k:%1 28 lim h)=+¥ b)h'(x):;(z(;fi():)z(gii))
2

]—1;0] et hdécroissantesur [ 0; + ¥ [.c) h(x) = E—E+x3e(x) Sur]—1;0]C est audessus de latangente

.h'x)23 00 x3 0. hcroissante sur

egsur[0; +¥ [C estaudessous.

[6] 2° h(x)=1—2(xl+ 5 F(x):x—%ln(x+1).e:)) Solutions : f(x) = k &~ Y211+ = g (gn(d 22

f)=ke (x+ 12 .f(0)=10 k=1.f(x) = 2 f)=—Fe lim f(0=+¥

(x) (x+1) ;) (x) N a) f(1) NE im () =+

O =1+5+3¢ X 120 e) 10 =h0) =10 =1elf(0)=h (0) =1(0) =2 1 () = — X1
2 (x+1DVx+1

3° Lameilleur valeur approchée de | est K. Primitivedel. L(x) = x + » +§x3 K _?_6471» 0,58.

Rm lacalculatrice donne: | » 0,5783 et K » 0,5781

non corrigé



