EQUATIONSDIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE]|.

| INTRODUCTION.GENERALITE.
Une équation différentielle est une éguation dont I'inconnue est une fonction. Elle se présente sous la forme d'une
relation entre la fonction inconnue et ses dérivées. Par exemple, chercher les fonctions f de la variable t dont la
dérivée seconde sur IR est 4 t, c'est résoudre |'équation différentielle

') =4tett] IR.
Dans ce cas particulier, toutes les fonctions solutions sont obtenues en calculant des primitives
f'(t) = 2 € + kq ol ky est une constante réelle quelconque ;

f(t) = %te’ + k1 t + k2 ou ko est une constante réelle quelconque.

On obtient une infinité de fonctions solutions, puisque k; et k> peuvent prendre toute valeur au choix.

f(t) = %F + k1 t + ko est appelé solution générale de I'éguation différentielle.

Lorsque I'on donne une valeur a k; et a kp, on obtient une solution particuliere de I'équation différentielle. Aingi,

pour k1 = 1 et ko = 0, on obtient la solution particuliere : f(t) = %t3 +t.

Il EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE DU PREMIER ORDRE.

1° Définition Equation Différentielle linéaire du premier ordre

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre sur I'intervalle | de IR une éguation de la forme :
a(t) x' + b(t) x = u(t)

ou a et b sont des fonctions de lavariable t dérivables sur |, avec a(t) * 0 pour tout éément t del, et ol u est une

fonction définie sur I.

Dans cette équation, I'inconnue, notée ici x, est une fonction dérivable sur | : t «xe X(t) et X' désigne safonction

dérivéesur .

Résoudre une telle équation, c'est déterminer toutes les fonctions dérivables sur | qui en sont solutions.

Remar ques

Si I'on utilise la notation différentielle de la dérivée, I'équation différentielle a(t) x' + b(t) x = u(t) sécrit :

at) % +b(t)x = u(t).

Dans certains problemes, |es notations sont autres. Par exemple, lorsgue la variable est notée x et 1a fonction
inconnue 'y, I'équation différentielle sécrit

a(x) y' +b(x) y = u(x) ou a(x) %\)‘: +b(x) y = u(x).

2° éguation homogene associee
L'équation a(t) X' + b(t) x = 0 est appelée équation homogéne associée aa(t) X' + b(t) x = u (t) .

3° Résolution del'éguation homogene a(t) X' + b(t) x=0__(E)
af)x'+bt)x=0U0 x'+%x:0 carat)l o
a) Casparticulier : les coefficients a(t) et b(t) sont constants
=)
aY) | .
Alors (E) équivaut ax' +a x =0oua est le quotient des coefficients constants b(t) et a(t).
Dans le cas ol a est une constante réelle quelconque, la fonction définie sur IR par t sxe € &
est une solution de I'éguation différentiellex’ + a x = 0.
Démonstration
Soit f lafonction définiesur IRpar f(x) =€ ® .Ona:f'x)=—a e * ef'X)+af(x)=—ae® +ae? =0.

On pose

Conclusion
L'ensemble des solutions de I'équation différentielle x' + a x =0, ou a est un nombre réd fixé, est I'ensemble des
fonctions définies sur IR par t »xe C e*' ol C est une constante réelle quel conque.



b) cas général

Pour trouver toutes les solutions de I'équation différentielle x' + ——= b(H) x=0

a(t)

on reprend I'idée fondamentale, exploitée dans le cas particulier précédent, consistant aintroduire une fonction
exponentielle t «xe €'® ot u est une fonction dérivable sur I.
Lafonction x : t «xe €'® a pour fonction dérivée X': t swe u'(t) €'

x : t - ') est solution de I'équation différentielle (E') si et seulement si, pour tout t de |, u'(t) e"® + bO o

a(t)
C'est-a-dire u'(t) + 2((t)) 0,
On en déduit qu'une fonction t «xe €'® =0, ol u est une fonction dérivable sur |, est solution de (E)) S, et
seulement s, u est une primitive sur | det e :((8
Soit F une primitive det e 28 sur | ; F existe car les fonctions a et b sont dérivables sur | et a ne sannule pas
sur I t e C € est une solution particuliére de (E) d'aprés ce qui précéde.

Théoréme

a et b étant des fonctions données, dérivables sur un intervalle | avec a ne sannulant pas sur |, I'ensemble des

solutions de I'équation différentielle (E') : at) X' + b(t) x = 0 est I'ensemble des fonctions définies sur | par
b(®)

a(t)

tawe K €70 ol K est une constante réelle quelconque et ol F est une primitive de la fonction

Exemple

ED(t+1)x+({t—-1)x=0 avec| =] 1+ ¥ [

% =ﬁ= 1—& . Une primitive G est définiepar : G(t) =t—2In(t + 1)

Les solutions de (E1) sont donc les fonctions deflnl&s sur]—1,+ ¥ [ part«xe K 2D oy K est une constante
réelle quelconque. Remarque : K 2Nt = k e (1 + 1),

3° Résolution del'éguation a(t)x' + b(t)x = a(t)

a) Théoreme

Soit a et b deux fonctions dérivables sur l'intervalle | de IR, aveca® 0 sur I. On considére |'éguation différentielle
linéaire du premier ordre sur 1 a (t) X' + b(t) X = u (t) dont I'inconnue x est une fonction dérivable sur I.

La solution générale de cette équation est obtenue en gjoutant une solution particuliére (xp) et la solution générae
de I'équation homogene associée (Xo).

b) Exemple
Une éguation différentielle linéaire du premier ordre se résout donc en trois étapes.
Equation différentiellesur ] 0; + ¥ [ dinconnue x : t X' + X =t.
Les trois étapes sont
Solution générale de I'éguation homogene associée" t X'+ x=0"

k e —Int _

Xo = = %ou k est un réel quelconque.

Solution particulierede” tx' + x =t"

On cherchelesréelsaetbtelsque x, =at+b.

Xp = 2t est donc une solution particulierede "t X' + x =t ",
Solution généralede "t x' + x = t"

x:xo+xp:2t+% ou k est un réel quelconque.

c) Solutions particuliéres usuelles de I'équation différentiellelinéaireax' +bx=c(t) (al IR)
Cas ou c(t) est un polynéme de degré n.

s a= 0 aors une solution particuliére est un polynéme de degré n+1.

s al 0aorsune solution particuliére est un polyndme de degré n.
Cas ol c(t) = P(t) €™ ol P est un polynéme.

On cherche une solution particuliére de la forme x(t) = y(t) €™.

y est adlors solution de I'équationy ' + (a+ m) y = P(t) et on se rameéne au probléme précédent.



[l EQUATIONSDIFFERENTIELLESLINEAIRES DU DEUXIEME ORDRE
AX"+BX'+CX =FT) (L)
1° Définition Equation Différentielle linéaire du deuxieme ordre
On appelle équation différentielle linéaire du deuxieme ordre sur I'intervalle | de IR une équation de la forme :
ax"+bx'+cx =f()
ou a, b et c sont réels et ou f est une fonction dérivable sur |
Dans cette équation, I'inconnue, notéeici X, est une fonction dérivable sur | : t »ve X(t) et X' désigne sa fonction
dérivée sur | et x " safonction dérivée seconde.
Résoudre une telle égquation, c'est déterminer toutes les fonctions dérivables sur | qui en sont solutions.
On n'éudiera que les équations a coefficients constantsax " + b x '+ ¢ x =f(t) ou a, b et c sont réels.

2° Equation homogéne (ou sans second membre) associéeax” +bx'+cx=0(H)

a) Théoreme 1

S j 1 et ] 2 sontdeux solutionsde (H) aors, pour tout couplederéels (ki ; ko), lafonctionj =kij1+ kaj 2
est auss une solution de (H).

Démonstration

Soitj ;1 e j 2 sont deux solutionsde (H) Soit ki et ko deux réelsetj =kyj 1+ kaj 2

j "=kij1"+ koj"et] "=kij1'+ ko 2'donca

j "+bj '+cj ma(kij1"+ kaj2)tb(kij 1+ kaj2)+c(kiji+ kaj2)

=ki(aj1"+bj1'+cj1)+ ke(aj 2"+bj 2" +cj2)=0.] estbien une solution de (H).

b) Théoreme 2 (admis)
Soit deux solutionsj 1 et » ( non colinéaires) alors toute solution de (H) seradelaforme j =kij 1+ koj 2 .

3° Equation caractéristigue

Si I'on cherche des solutions de I'équation (H) sous laformej ts«e e aorson peut écrire
jO=€j'0=rtej "@O)=re" j solutionde(H) sécrits et seulementsiar’e'+bret+cd'=0
Cest-adirear’+br+c=0

Définition

L'équation ar® + b r + ¢ = 0 Sappelle I'équation caractéristique de I'équation différentielle ax " +bx'+cx =0

4° Résolution del'éguation homogene ax" +bx'+cx=0(H)

Théoréme

D >0 : L'éguation caractéristique admet deux racinesréelles r-et r- .

Les solutions de |'équation sont les fonctionsj (t) =k; € '+ky €

D=0: L'éguation caractéristique admet une racine réelle double r.

Les solutions de I'éguation sont les fonctions|j (t) = (ky t + ky) €.

D<0: L'équation caractéristique admet deux racines complexes conjugueées:r=a +ibetr=a—ib.

Les solutions de I'équation sont les fonctionsj (t) = €** (k; cos bt + ko Sn bt).

Démonstration

D = 0 (C) admet une racine doubler . Lafonction f; définie sur IR par j 1 (t) = € ' est une solution de (E).
Considérons lafonction j » définiesur IRpar :j 2 (t) =t 1(x) =t € ' Lesfonctionsj 1 etj 2 ne sont pas colinéaires
et on démontre aisément quej » est solution de (E); par suite, les solutions sur IR de (E) sont les fonctions définies
par:j =Aji)+Bj()=(At+B)€"

D > 0 (C)admet deux racinesréelles distinctesr ' et r " Lesfonctions|j 1 et j » définiessur IR par

jit) =€ etj ot) =€ sont solutions de (E) et ne sont pas proportionnelles (voir préliminaire). Les solutions sur
IR de (E) sont les fonctions f définiespar:j ) =Aj1(xX)=€ ' +Bji(x)=€ ".

D < 0 (C) admet deux racines complexes conjuguéesa+i b et a —i b. Par analogie avec les deux cas ci-dessus, on
considére la fonction g définie sur R par : g(t) = e®*?) = & (cost +i sint)

Cette fonction g prend ses valeurs dans C; or, on cherche des solutions de (E) définies sur IR et avaleurs dans IR.
L'expression de g(t) nous suggére de considérer les fonctionst ««e€? ' cosbtett «xe €' sn bt, fonctions qui ne
sont pas colinéaires. On peut vérifier que ces deux fonctions sont solutions de (E) et par suite, les solutions sur IR
de (E) sont les fonctions f définies par : f(t) = A €* ' cosbx + B €™ gn bt)=e*' (A cosbt + B sin bt).




5° Casgénéral ax" +bx'+cx =f(t) (L)

Théoréme

Les solutions de I'équation différentielle linéaireax " + bx '+ cx =f(t) (L) sobtiennent en gjoutant ala
solution générale de I'équation homogene une solution particuliere de I'équation avec second membre.

6° Exemples de recher che de solution particuliére
Si f(x)est un polyndéme de degré n alors il existe une solution particuliere sous laforme d'un polynéme P(x).
S at0,b?! O,ct O dorslepolyndéme p est de degré n.
S at0,b? 0,c=0 aorslepolyndbme p est dedegrén + 1.
S al0,b=0c=0 aorslepolyndbme p est dedegrén + 2.
Si f(x) est delaformef(x) = M coswx + N sin wx aorsil existe une solution particuliére sous la forme
j (X) =A coswx + B sinwx ouA et B sont deux constantes a déterminer.
Si f(x) est de laforme f(x) = €™ P(x) ol P est un polyndmeet m | IR alors en effectuant le changement de
variable y(x) = z(x) €™ on montre que lafonction z est solution de I'équation différentielle
az"+((2am+b)z'+@nf+mb+c)z=PX).




