FONCTION RECIPROQUE D'UNE FONCTION DERIVABLE ET STRICTEMENT MONOTONE SUR
UN INTERVALLE.

1° Lafonction carré est dérivable et strictement monotonesur [ 0; 2]

D'apreés le théoréme :

pour tout y de [0, 4] I'équation £ =y, ol I'inconnue est t, a une solution unique dans [0, 2] On sait que:: t—\/;/

tJoeut donc associer atout nombrey de [0, 4] le nombre réel uniquet de [0, 2] tel quet =y, Cest-a-dire t =\}y.
nction racine carrée définie sur f/o 4] est lafonction réciproque de la fonction carré définie sur [0,2].

Remarques : Pour tout t de [0, 4], %g =tetpourtouttde[0; 2] \/?:t

Repr ésentation graphique

Le plan est muni du repére orthonormal (O; T, 1)

L es courbes représentatives des fonctions racine carrée et carré se déduisent I'une de I'autre par symétrie
orthogonale d'axe la droite d'équation y = t.

2° Casgénéral

a) Définition  Soit f une fonction dérivable et strictement croissante sur un intervalle [a, b].

Pour tout y de [f(a), f(b)] I'équation f(t) =y, dont I'inconnue est t, a une solution unique dans [a, b].

On peut définir une nouvelle fonction, appelée fonction réciproque de f et notée f ~, définie sur [f (a), f(b)] et
prenant ses valeurs dans [a, b].

=f(t) . Ctt=fYy)
S, et seulements, -
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Soit f une fonction dérivable et strictement décroissante sur un intervalle [a, b].
Pour tout y de [f(b), f(a)] I'équation f(t) =y, dont I'inconnue est t, a une solution unique dans [a, b].
On peut définir une nouvelle fonction, appelée fonction réciproque de f et notée f ~*, définie sur [f (a), f(b)] et
prenant ses valeurs dans [a, b].

La fonction réciproque f de f est définie par:

o ) oo y=f . . Ht=1)
La fonction réciproque f— def est définie par: %t 1 [f(b).(a)] S, et seulement s, %yl [a,b]

b) Représentation graphique

Dans e plan muni d'un repére orthonormal (O; T, ) les courbes représentatives des fonctions f et * se déduisent
I'une de I'autre par symétrie orthogonale d'axe la droite d'éguation y = t.

3° Autres exemples defonctionsréciproquesrencontréesen Terminale

a) Fonction exponentielle

La fonction exponentielle a été introduite comme fonction réciproque de la fonction logarithme népérien, en
admettant que le théoreme sétend au cas ou [a, b] est remplacépar ] O, + ¥ [

et [f(a), f(b)] par IR ( tI(i@m0 f)=—¥ e xl@iﬁk fX)=+¥)

b) Fonction racine n'®™ Soit n un nombre entier naturel non nul.
Lafonctiont -, t" est dérivable et strictement croissante sur [0, + ¥ [ et lim t"=+¥

. n
Lafonction t »«e t" admet une fonction réci proque appel ée racine ™ et notée \ﬁ , définiesur [0, + ¥ [ &t

prenant ses valeurs dans [0, + ¥ [ , y= \[ S et ssulements |
T [0,+¥]

Remarque

Pour tout t > 0, t/" est défini par t/" = "t

Pour tout t > 0, les nombres tV" et \[t sont égaux car leur puissance n
On étend cette égalité au cas ol t = 0 en posant 0V" =

Pour tout t 3 0, \ft:t””.



FONCTIONS CIRCULAIRES RECIPROQUES
1° Fonction Arcsin

Lafonction sinus est dérivable et strictement croissante sur 8—% , %ﬂ
e

u
Elle admet donc une fonction réciproque, appelée arc sinus et notée Arcsin, définie sur [-1, 1] et prenant ses
X . } t=cosy
A ) i y=Arcant . : 1 . N
vaeurs dans & E,EU s S, et seulements, 1,7 € u
8_2 23 ptl [-1,1] LYl g—%,%H

L es courbes représentatives des fonctions Arcsin et sin se déduisent I'une de |'autre par symétrie orthogonale d'axe
ladroite d'équationy =t.

Aux points d'abscisses — % et % la courbe représentative de la fonction sinus a une tangente paralele al'axe des

abscisses. Par symétrie la courbe représentative de la fonction Arcsin a une tangente paralléle al'axe des
ordonnées aux points d'abscisses—1 et 1.

2° Fonction Arccos

Lafonction cosinus est dérivable et strictement décroissante sur [0, p].

Elle admet donc une fonction réciproque, appelée arc cosinus et notée Arccos, définie sur [— 1, 1] et prenant ses

i y=Arccost j t=cosy

valeursdans [0, p]. %tT [—1,1] ’IryT [0.p]

Aux points d'abscisses 0 et p la courbe représentative de la fonction cosinus a une tangente parallele a I'axe des
abscisses. Par symétrie, la courbe représentative de la fonction Arccos a une tangente paraléle a I'axe des
ordonnées aux points d'abscisses—1 et 1.

S et seulement s,

3° Fonction Arctan

La fonction tangente est dérivable et strictement croissante sur ] —% , g [
Larestriction de lafonction tan al'intervalle ] —% : 2— [ apour limitesen —2— e—¥ en2.
On admet que le théoréme sétend au cas ol [a, b] est remplacé par | —%,g—[ eg[f@,f()pa]-¥,+¥][

larestriction de lafonction tangente al'intervalle ] —% , %[

Cette fonction a donc une fonction réciproque, appelée arc tangente et notée Arctan, définie sur IR et prenant ses
} t=tany

i y=Arctant . o
s etseulements i 7 1_P P
;Y] ,2[

[N
it IR
Par symétrie orthogonale par rapport a la droite déquation y = t, les asymptotes verticales de la courbe

valeurs dans|] B J9[
2 2

représentative de la fonction tan se transforment en asymptotes horizontales, d'équationsy =— %2 egy= % dela

courbe représentative de la fonction Arctan.

4° Dérivées desfonctions circulair es r éciproques
Théoréme

* Pour tout t de l'intervalle] —1, 1
(Arcsin)' (t) = et (Arccos)' (t) = -

1
\1-t 1-t2

« Pour tout nombre réd t,
(Arctan)' (t) =

1
1+t



