BAC BLANC TS
ELEVES NE SUIVANT PAS L’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE MATHS

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements seront pris en compte dans l’appréciation des copies

Exercice 1 (5 points)
Partie A

1) Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes 1’équation : z2 =2z+4=0. Les solutions seront notées z’ et z’’,
z’ désignant la solution dont la partie imaginaire est positive. Donner les solutions sous forme algébrique puis sous
forme exponentielle.

2006

2) Donner la valeur exacte de (z") sous forme exponentielle puis sous forme algébrique.

Partie B

—

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal direct (O, u, v) ; (unité graphique : 2 cm).

1) Montrer que les points A d’affixe 1+i\/§ et B d’affixe l—i\/g sont sur un méme cercle de centre O dont on
précisera le rayon. Tracer ce cercle puis construire les points A et B.

2)a) Question de cours

Démontrer que 1’écriture complexe de la rotation de centre Q d’affixe @ et d’angle @ est z'—w= eig(z -—w).

n
b) On note O’ I’image du point O par la rotation r; de centre A et d’angle _E et B’ I’image du point B par la rotation

n . .
1, de centre A et d’angle + E Construire les points O’ et B’ et calculer leurs affixes.

3. Soit I le milieu du segment [OB].
a) Que peut-on conjecturer pour la droite (Al) dans le triangle AO’B’ ?

m - M -
b) Calculer I’affixe du vecteur Al . Montrer que I’affixe du vecteur O'B' est égale a 343 -i

) La conjecture émise a la question a. est-elle vraie ? Justifier.

Exercice 2 (6 points)

On considére la fonction f'définie sur IR par f(x) =In(l +e™"). On note (C) sa courbe représentative dans un
repére orthonormal (O,i, ) (unité graphique : 4 cm).

1°) Déterminer les limites de fen —c eten + .
2°) Etudier le sens de variation de f et dresser le tableau de variations

3°) Montrer que pour tout réel x, f(x)=-x+In(l1+e"). Montrer que (C) admet en — o une asymptote (D)d’équation y
=-X
4°) Tracer (C) et (D) dans (O,i,7).(On rappelle que I’unité graphique est 4 cm)

. . . 1
5°) Soient g et A les fonctions définies sur [0;+00[ par g(t)=In(l+¢)—t et h(t)=In(l+¢)—1¢ +512 .
a) Etudier le sens de variation de g et de 4
b) En déduire que pour tout nombre réel positift: ¢ — %tz <In(l+¢)<t.

6°) n étant un entier naturel non nul on pose S, =f(1)+ f(2)+....+ f(n).
a) A l’aide du 5°) donner un encadrement de f(n)

_,n _ _2n _ _-n
b) Montrer que I=e —lxl ¢ gsngl ¢
e-=1 2 ¢*-1 e—1

1

c) Montrer que S, est croissante et majorée par

7°) Montrer que la suite (S,) converge et donner un encadrement d’amplitude 107" de sa limite .



Exercice 3 (5 points)
On se propose d’étudier les fonctions f dérivables sur [0 ; +oo] vérifiant la condition :

(1) Pour tout réel x de [0 ; +oo, £°(x)f(x) =1 et f(0)=1

1) On suppose qu’il existe une fonction f qui vérifie (1)
La méthode d’Euler permet de construire une suite de points (M,,) proches de la courbe représentative de la
fonction f. On choisit le pas h=0.1
Les coordonnées (X, , y, ) des points M, obtenues en appliquant cette méthode avec ce pas vérifient
x0=0, yo =1 et X, ;1= X, + 0.1 et ypr1 = yn +ﬂ
Yn
a) Expliquer pourquoi y,+1 = ya 4%
b) Montrer par récurrence que la suite (y,) est strictement positive

2) On se propose de démontrer qu’une fonction f vérifiant (1) est strictement positive sur [0 ; oo
a) Montrer que si la fonction f vérifie (1) alors f ne s’annule pas sur [0 ; +oo]
b) On suppose que la fonction f vérifie (1) et qu’il existe un réel a strictement positif tel que f(a)<0. En

déduire que I’équation f(x) =0 admet au moins une solution dans [0, O]
¢) Conclure
3) Soit f une fonction vérifiant (1) et g la fonction définie sur [0 ; +oo[ par g(x) =(f(x))*-2x

a) Calculer g’(x).En déduire que g est constante et déterminer sa valeur.

b) Déterminer alors I’expression de f(x).
¢) Avec un tableur on a obtenu les valeurs numériques suivantes. Que peut on observer concernant les

réels y, et f(x,) ?

Xn = 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Vo = 1 1,1 1,1909 | 1,2749 | 1,3533 | 1,4272 | 1,4973 | 1,5641 1,628 | 1,6894 | 1,7486
f(Xn)= 1 1,0954 | 1,1832 | 1,2649 | 1,3416 | 1,4142 | 1,4832 | 1,5492 | 1,6125 | 1,6733 | 1,7321

1 . s Up=1
4) On consideére la suite (U,) définie sur IN par : { U = m
a) Sur la feuille annexe on a tracé la courbe C représentant la fonction f définie sur [0, + oo [ par f(x) =
\/2 x + 1 dans un repére orthonormal (O; 13 T) ainsi que la droite D d’équation y = X. (unité graphique :4 cm).
A I’aide de C et de D, construire sur I’axe des abscisses les 4 premiers termes de la suite (Uy,).
b) Démontrer par récurrence que pour toutn 1IN, 1 < U, < 3.
¢) Démontrer, a I’aide d’un raisonnement par récurrence, que la suite (U,) est croissante et en déduire qu’elle

converge.
d) On note £ 1la limite de la suite (U,). On rappelle que (1) =£ , en déduire la valeur de £ .
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Exercice 4 (5points)

Cet exercice se présente comme un questionnaire a choix multiples ( QCM).
A chaque proposition est affecté un certain nombre de points. Pour chaque proposition, une réponse exacte rapporte le nombre de
points affecté; une réponse inexacte enleve la moitié du nombre de points affecte.
L’absence de réponse ne rapporte aucun point et n’en enléve aucun. Si le total est négatif, la note est ramenée a 0.
Pour chaque question, au moins une des 4 propositions est exacte et aucune justification n’est demandée.
Question 1
Un échiquier rectangulaire contient n lignes et p colonnes donc n p cases carrées avec n < p.
On dispose de n jetons identiques.
1. Le nombre de facons de placer ces n jetons est égale a :

Vrai Faux
O | O a):[”npj
_pt
] ] b) (np—n)!

2. Le nombre de fagons de placer ces n jetons de telle sorte qu’il y ait 1 jeton par ligne est égale a :
[] a)p"
L] b)n!

L] O



Question 2

Les résultats d’une enquéte sur I’audience de trois hebdomadaires a, b et ¢ sont présentés dans le tableau ci-dessous ou A,
B et C désignent respectivement I’ensemble des lecteurs de a, b et c.

A

B

C

AnB

AnC

BnC

AnBnC

210

180

130

100

50

70

20

Vrai

Faux

| O

a) 360 lecteurs lisent au moins un de ces hebdomadaires.

On interroge au hasard un de ces lecteurs

b) La probabilité que ce lecteur lise seulement I'hebdomadaire a est i

[]
[]

c) La probabilité que ce lecteur lise au moins deux hebdomadaires est % .

[]
[]

d) La probabilité que ce lecteur lise 'hebdomadaire a sachant qu’il lit au moins deux

hebdomadaires est % .

Question 3
Au cours d’une épidémie de grippe, on vaccine le tiers d’une population. Parmi les grippés, un sur dix est vacciné. La
probabilité qu’une personne choisie au hasard dans la population soit grippée est 0,25.

1. La probabilité pour un individu vacciné de cette population de contracter la grippe est égale a

Vrai | Faux
1
0| O 9120
3
0| O ®%0
2. La probabilité pour un individu non vacciné de cette population de contracter la grippe est égale a

Vrai Faux
7
] ] )70
27
1| O 530

Question 4

Des objets issus d’une chaine de fabrication peuvent avoir deux défauts a et b.
La probabilité de I’événement A, avoir le défaut a, est égale a 0,4.

La probabilité de I’événement B, avoir le défaut b, est égale a 0,3.

Si un objet n’a pas le défaut a, la probabilité pour qu’il ait le défaut b est 0,3.

1. La probabilité qu’un objet ait le défaut a sachant qu’il a le défaut b est

Vrai Faux

O | o a) 0,4
0o b) 0,3

) O

¢) les événements A et B sont indépendants

3. La probabilité qu’un objet ait au moins un défaut est égale a :

0] O 4)0,7




Partie Al. Résoudre dans ’ensemble des nombres complexes I’équation : z2 =2z +4 = 0. Les solutions seront notées
z’ et 7, 7’ désignant la solution dont la partie imaginaire est positive. Donner les solutions sous forme algébrique puis sous
forme exponentielle.

A:4_4x4=—12,z'=m:1+i\/§=2eim etz=1-i3=2¢"™

2

2. Donner la valeur exacte de (z ')2006 sous forme exponentielle puis sous forme algébrique.
(Z ;)2006 — (2 elTVS)ZOOG — 22006 e20061Tr/3> — 22006 e66811'[+ 213 _ 22006 eZlTVS - 22005 +1 22005 ,\/5
Partie B Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal direct (O, u, V) ; (unité graphique : 2 cm). Montrer que les

points A d’affixe 1+ i\/g et B d’affixe | —i14/3 sont sur un méme cercle de centre O dont on précisera le rayon. Tracer ce
cercle puis construire les points A et B

|1+ i\/§ =1 —i\/§ | =2? donc A et B sont sur le cercle de centre O de rayon 2.

2.a. Question de cours Démontrer que ’écriture complexe de la rotation de centre Q d’affixe W et d’angled est
2'-w=%(z-w).

Soit M d'affixe z et M' d'affixe z' . Soit r la rotation de centre Q d'angle ©.

Z—W _1
) g QM' |lz—w|=|z'-W]| z'-w|
SIMzQ: M _r(M)Q{(di\/I oMH=6 ~ {arg(z'—w)—arg(z—m)zec’ .
arg(, )29
-W
- Z,_wzeie@ z'-w=¢"° (z-w)
Z —W

siM=Q:z'=omegaetonabien:z'=w = z'—w=e" (z—-Ww)

n
2.b. On note O’ I’image du point O par la rotation r; de centre A et d’angle — 5 et B’ 'image du point B par la rotation r, de

1
centre A et d’angle + 5 . Construire les points O’ et B’ et calculer leurs affixes

Zo—za=¢ " (z0—za)donczo =za—i(zo—2za) =1 +i\3+i(1 +i1/3)=1-~3 +i(1 +1/3)

Zy—za=¢ "2 (zg—zp)donczg =za +i(zs—za) =1 +i3+i(1 —i\3=1-i3)=1+24/3 +if3
3. Soit I le milieu du segment [OB].3. a. Que peut-on conjecturer pour la droite (AI) dans le triangle AO’B’ ?
(AI) est la hauteur issue de A

m - M -
3.b. Calculer I’affixe du vecteur Al . Montrer que I’affixe du vecteur O'B' est égale a 3\/5 -1i.

zotzg 1 A3 0 A3 1 .33

Zogp TATAAT T AT 2 27 '
Z§ig 2w —20=1+2 3+i3-(1-B+i(1+3))=1+2~3+i3-1+3-i-i/3=3~[3-1i

3.c. La conjecture émise a la question a. est-elle vraie ? Justifier

1 -34@
(C1-3i/3)(1-3i4f3)

z-zy 2 2 1 1(—1—31{) 1
2 O9x3+1

5 — 20 3\/_—1 31\/§+1
1 —1+3i/3- 31\/_ 9%x3_
2 28

Variante Al . O'B' ———X3\/_ %E x 1=0.donc Al JO'B'

NI»—-

Nli—l.






On considére la Efjpntc‘_tion f définie sur IR par f(x) = In (1 + e™). On note (C) sa courbe représentative dans un repeére
orthonormal (O; 1; j) (unité graphique : 4 cm).1°) Déterminer les limites de fen — oo et en + o

OnposeX=e¢*' lim e"=+oco donc lim In(l +e™)= JimIn(1 +X) =+ co

X - —0

Onpose X=¢™ lim e *=0donc lim In(l +e™) = lim In (1 +X)=0.
X — too X0

X — +oo

2°) Etudier le sens de variation de f et dresser le tableau de variations
la fonction x oo~ 1 + e ™ est la somme de deux fonction dérivables sur IR elle est donc dérivable sur IR. Pour tout réel x,
1 +¢e™> 0 donc la fonction f composée de la fonction In avec la fonction x w0~ 1 + ¢ est dérivable sur R .

Fi(x) = —

s > 0 donc f est croissante sur IR .

3°) Montrer que pour tout réel x, f(x) =—x +In (1 + €*). En déduire que (C) admet en — 0 une asymptote (D)d’équation y = -x
Y+
In (1 +e”‘)=ln(1 +§)=ln(e = 1)=ln(1 +e)—In(e)=—x+1In (1 +¢€).

Onpose X=¢". lim e*=0donc lim In(1+¢e)=1limIn(1+X)=In1=0.
X = o X - o X0

f(x) =—x +&(x) avec lim &(x) =0 donc la droite d'équation y = — x est asymptote a (C)

4°) Tracer (C) et (D) dans (O; E{-; T) (On rappelle que ’unité graphique est 4 cm) )

5°) Soient g et & les fonctions définies sur [0 ,+ o [parg(t)=In(1+t)—t et h(t)=In (1 +¢) -t +t7

c¢) Etudier le sens de variation de g et de / X 0 +00
1 1-1-t t : '
"(t) = 1= =_ * = signe de —
g'(t) Tt 1 o1 1_I_,[<OsurIR+ etg(0)=0 g g -
2 2
NS 1A+ 1+ T+ttt . _ \
h'(t) Tt 1+t it it 1+t>OsurIR+ et h(0)=0. g
- . O By
¢) En déduire que pour tout nombre réel positif t : t — ) tt<In(d+t)<st x 0 oo
D'aprés les variations de g et de h pour tout réel t, on a : signede h'
2 2
h(t)Zh—(O)doncOSln(l+t)—t+t§d0nc t—t—Sln(l-l-t) h /
g(t)<g(0)doncIn (1 +t)—t<0donc In(1+1t)<t 0
6°) n étant un entier naturel non nul on pose S, = f(1)+ f(2) +....+ f(n). a) A I’aide du 5° donner un encadrement de f(n)
—2n
Onposet=e">0onadonc:e" f% (e™’<In(l+e™<e” clestadiree™— £ 5= flny<e™
1-¢" 1_1-¢™ 1-¢"
- = <S, €s———
b) Montrer que o1 erz—l _Sn_e_l.

=1 i=1 i=1 i=1
n n-1 = -n n n-1 —2n -2n
i —1 i 11—-¢ 1—¢ _2i 2 _2i 1 1—¢e 1-¢
€ =¢€ € == T = et e =€ e =7 X - =
g ; el—e' e—1 2 ; e 1-e? &-1
i=1 i=0 R i=1 i=0
l-e" 1 _1—-¢e™" 1-¢e"
don —=X <S,<
e—1 2 -1 """ e-1
) .y 1
¢) Montrer que Sn est croissante et majorée par 1
e—

Spi1 — Sp=f(n+ 1) = 0 donc la suite (S,) est croissante.

1 —¢ < 1

e—1 e—1

Pour tout entier naturel n, e " >0 donc 1 —e™ < 1 donc care—1>0.

1
e—1

7°) Montrer que la suite (S,) converge et donner un encadrement d’amplitude 107" de sa limite Z.

On a donc pour tout entier naturel n: S, <

La suite (S,) est donc croissante et elle est majorée elle est donc convergente.
l-e” 1 _1-¢e™ 1-¢” (le“_lxlez 1 1

1
e—1 2 e-1) e-1 26 -1

X <S, < .Ona lim = 0,503

e—1 2 ée-1 e—1 n - +oo
lim L= 1
noteoe—1 e—1

. +
D'apres les théoréme de comparaison on a :0,5 < 224(:2—_% <l < o 1 I <0,6.

= 0,58
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On se propose d’étudier les fonctions f dérivables sur [0 ; +oo[ vérifiant la condition :

(1) « Pour tout x de [0 ; +oo, f*(x) f(x) =1 et f(0)=1 » 1° On suppose qu’il existe une fonction f qui vérifie (1)
La méthode d’Euler permet de construire une suite de points (IM,) proches de la courbe représentative de la fonction f. On
choisit le pas h=0.1 Les coordonnées (X, , y, ) des points M,, obtenus en appliquant cette méthode avec ce pas vérifient x,=0,

Yo=1,Xp1 =X, 701  ety, =y, +0y;1 a) Expliquer pourquoi y,.1=ya +0y;1

On sait que si h est voisin de zéro alors f(a + h) = f(x¢) + h % f'(a)
On a donc f(Xp+1) = f(x,) + 0,1 % f'(xy)

YN S _ 1_, .01
Yo+l = f(Xn+1), Yo = f(Xy) et £'(xp) = ) v donc yu+1 =yn + 0,1 X " Yo+ "

b) Démontrer, par récurrence que la suite (y,) est toujours positive
Initialisation yo =f(0)=1>0

g e 0,1 ) , )
Hérédité : Siy, > 0 alors comme yp; =y, + y— on peut dire que yp+; est la somme de deux réels strictement
n

positifs et y, est donc strictement positif.

Conclusion sin = 0 alors y, > 0. Si y, > 0 alors ys+1 > 0 On peut donc dire que pour tout entier naturel n, y, > 0.
2° On se propose de démontrer qu’une fonction f vérifiant (1) est strictement positive sur [0 ; +oo|
a) Montrer que si la fonction f vérifie (1) alors f ne s’annule pas sur [0 ; +oo[

Pour tout réel x de ] 0, + o [, f(x) % f'(x) = 1 donc f(x) % f'(x) # 0 donc f(x) # 0

b) On suppose que la fonction f vérifie (1) et qu’il existe un réel a strictement positif tel que f(a)<0.
En déduire que I’équation f(x) =0 admet au moins une solution dans [0, O]
f est continue sur [0, a] et f(a) <0< {(0) d'apres le théoréme des valeurs intermédiaires on peut dire que
I'équation f(x) = 0 admet une solution dans [0, a]

b) Conclure
S'il existe o tel que f(a) < 0 alors il existe une solution a 1'équation f(x) = 0 ce qui est impossible. On peut donc
dire que pour tout réel x de [ 0, + oo [ f(x) = 0.
3) Soit f une fonction vérifiant (1) et g la fonction définie sur [0 ; +oo] par g(x) =(f(x))*-2x a) Calculer g’(x).En déduire que g
est constante et déterminer sa valeur.

g(x) = (f(x))* — 2 x est dérivable sur R+" et g'(x) =2 f'(x) x f(x) =2 =2—-2=0. g' est nulle sur l'intervalle R+"

donc g est constante sur R+". g(0) = (f(0))* =2 x 0 = 1 donc pour tout réel x de R+", g(x)=1.

b) Déterminer alors I’expression de f(x).

Pour tout réel x de R+", (f(x))> — 2 x = 1 donc f(x) =A/1 + 2 x

¢) Avec un tableur on a obtenu les valeurs numériques suivantes. Que peut on observer concernant les réels y, et f(x,) ?

On constate que y, est une assez bonne approximation de (x,)
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 50 500 5000
Xn 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 4,9 49,9 499.9
Vn 1 1,1 1,191 | 1,275 | 1,353 | 1,427 | 1,497 | 1,564 | 1,628 | 1,689 | 3,305 | 10,050| 31,641
f(Xp) 1 1,095 | 1,183 | 1,265 | 1,342 | 1,414 | 1,483 | 1,549 | 1,612 | 1,673 | 3,286 |10,040| 31,635




U(] =1
° - . fpe .
4° On considére la suite (U,) définie sur IN par : { Ui =A2U.+1
a) Sur la feuille annexe on a tracé la courbe 7 représentant la fonction f définie sur [0, + oo [ par f(x) = \/2 x + 1 dans un
| oG L .  las . _ . s .
repeére orthonormal (O; 1; j) ainsi que la droite & d’équation y = x. (unité graphique :4 cm).
A laide de Z” et de &/ , construire sur ’axe des abscisses les 4 premiers termes de la suite (U,)

A,

J

1 s

\ 4

0 1 b UL G

b) Démontrer par récurrence que pour toutn JIN,1<U, <3

Initialisation : Uy =1 donc 1 £ Uy <3

Hérédité : si 1 < U, < 3 alors comme la fonction f est croissante ona 1 </2 x 1+ 1 <42 U, +1<4/2x3+1<3
donc1<U, <3

Conclusion. Onsaitque 1 €Uy <3 etquesil <U,<3alors 1 €Uy <3

On peut dire que pour tout entier naturel n, 1 < U, < 3.

¢) Démontrer, a I’aide d’un raisonnement par récurrence, que la suite (U,) est croissante et en déduire qu’elle converge.
Initialisation. U; — Uy = \/5 -1=20

Hérédité : Si U,y — U, 2 0 alors Uy, = U, alors comme la fonction f est croissante \/ 2Um +12 \/ 2U,+1

alors Upp = Upyy

Conclusion. pour tout entier naturel n , U, = U,, La suite (U,) est donc croissante.

d) On note | la limite de la suite (U,). On rappelle que f(1) =1 , en déduire la valeur de |l .

20+ 1=4L = 2L+ 1=1L"car tout est positif
el?-20-1=0-1{ :%Qﬂﬂﬁoué =1-4/2.

la deuxiéme racine ne convient pas car elle n'est pas comprise entre 1 et 3 On peut donc dire que £ =1+ \/E

A=4+4=8




Question 1 Un échiquier rectangulaire contient n lignes et p colonnes donc n p cases carrées avec n < p.
On dispose de n jetons identiques. Le nombre de facons de placer ces n jetons est égale a :

Vrai Faux
np
X O (7]
n
—p!
] ] b) (np—n)!
2) Le nombre de facons de placer ces n jetons de telle sorte qu’il y ait 1 jeton par ligne est égale a :
X [ a) p"
] L] b)n!

Question 2 Les résultats d’une enquéte sur I’audience de trois hebdomadaires a, b et ¢ sont présentés dans le tableau ci-
dessous ou A, B et C désignent respectivement I’ensemble des lecteurs de a, b et c.

A B C ANnB AnC BnC AnBnC
210 180 130 100 50 70 20
Vrai Faux
] ] a) 360 lecteurs lisent au moins un de ces hebdomadaires.

On interroge au hasard un de ces lecteurs

X ] b) La probabilité que ce lecteur lise seulement I'hebdomadaire a est %

] ] c¢) La probabilité que ce lecteur lise au moins deux hebdomadaires est % .

X ] d) La probabilité que ce lecteur lise 'hebdomadaire a sachant qu’il lit au moins deux hebdomadaires
est }—g

Question 3 Au cours d’une épidémie de grippe, on vaccine le tiers d’une population. Parmi les grippés, un sur dix est vacciné.
La probabilité qu’une personne choisie au hasard dans la population soit grippée est 0,25. 1) La probabilité pour un individu
vacciné de cette population de contracter la grippe est égale a

Vrai Faux
1
] [l 9120
3
X O] BDm
2) La probabilité pour un individu non vacciné de cette population de contracter la grippe est égale a
Vrai Faux
A
[ [ )
27
2 [ 30

Question 4 Des objets issus d’une chaine de fabrication peuvent avoir deux défauts a et b.

La probabilité de ’événement A, avoir le défaut a, est égale a 0,4.La probabilité de I’événement B, avoir le défaut b, est égale a
0,3. Si un objet n’a pas le défaut a, la probabilité pour qu’il ait le défaut b est 0,3.

1) La probabilité qu’un objet ait le défaut a sachant qu’il a le défaut b est

Vrai Faux
X [ a) 0,4
[ [l b) 0,3
2)
X [ c) les événements A et B sont indépendants

3) La probabilité qu’un objet ait au moins un défaut est égale a :

[ [ d)0,7



