SERIE S : EXAMEN BLANC DE MATHEMATIQUES (02/2007)

La notation tiendra compte de la qualité de 1a rédaction et de la présentation.
Les calculatrices sont autorisées.

EXERCICE 1 ( 4 points ) commun 2 tous les candidats :

L’objectif de cet exercice est I’étude de la désintégration d’un élément radioactif, le Thorium **/, qui se
désintégre en Radium *?, lequel se désintégre a son tour pour donner du Radon *". A I’instant t = 0, on isole N
atomes de Thorium, et a cet instant (t = 0), il n’y a aucun atome de Radium. On note R(t) le nombre d’atomes
de Radium ** présents a I’instant t, t appartenant a ’intervalle [ 0 ; + oo [. Les expériences réalisées ont montré
que la fonction R était solution de 1’équation différentielle (E) :

R'(f) + 0,062 R(f) = 0,038 Ny e ~ 0387
et vérifiait donc la condition initiale R(0) = 0.

1) Résoudre I’équation différentielle (E’) : R '(£) + 0,062 R(f) = 0. On notera Ry les fonctions solutions
générales de (E’) .

2) Montrer que la fonction R; définie sur [ 0 ; + oo [ par Ri(?) = % No e " " est une fonction

solution particuliere de (E).

3) On admet que les fonctions solutions générales de (E) sont définies sur [ 0 ; + oo [ par Ri(f) + R(?).
Déterminer alors la fonction R, qui vérifie R(0) = 0.

4) On considére la fonction f'définie sur [ 0 ; + oo [ par f(f) = ¢ S00381_ o 00621
a) Exprimer R(?) en fonction de 1 (7).
b) Déterminer la limite de f'en + oo .
¢) Calculer la fonction dérivée /" de f.Vérifier que f(¢) = 0,002 ¢ *%2* (31 — 19 e ****"),
d) Résoudre I’inéquation 31 — 19 e **** > 0.
En déduire les variations de f'sur [ 0; + o [ (on précisera la valeur exacte ¢y de ¢ pour laquelle f atteint son
maximum, et on donnera une valeur approchée de ce maximum a la précision de 107).
En déduire les variations de la fonction R.

e) Selon vous, que se passe-t-il apres 1’instant 7, ?

5) On suppose que Ny = 10> .Combien y aura-t-il d’atomes de Radium *** au temps ¢ =15 ?



EXERCICE 2 ( 4 points ) commun 2 tous les candidats :

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O,ﬁ, V) .

On fera une figure qui sera complétée au fur et & mesure.

1) a) Résoudre dans ’ensemble C des nombres complexes 1’équation z* — 4 z + 8 = 0.
On notera z; la solution dont la partie imaginaire est positive, z; I’autre solution.

b) Ecrire les solutions z; et z; sous forme exponentielle.
Placer les points A et B d’affixes respectives z) et z, sur la figure.
2)  On consideére I’application f qui a tout point M distinct de O et d’affixe z, associe le point M ' d’affixe z'

.. 1 .- . ,
z'== ,0lUz X ugu z.
défini par z' = 0 est le nombre complexe con éde

a) Calculer les affixes des points A' et B', images respectives des points A et B par f.
Placer ces points sur la figure.

b) Montrer que pour tout point M distinct de O, les points O, M et M ' sont alignés, et que
OM'xOM = 1.

1-22

ZI

3) a) Montrer que pour tout nombre complexe non nul z, | z—2 | = 2 est équivalent a

_Z'

=|z']

1
En déduire que |z — 2 | = 2 est équivalent a )
b) Soit C le cercle de centre I, d’affixe 2, et de rayon 2. Montrer que [AB] est un diametre de C.

¢) Soit M un point de C distinct de O. Montrer que M ' est situé¢ sur une droite D (distincte de la droite
(OM)), dont on donnera une équation. Placer le cercle C et la droite D sur la figure.



Nom

EXERCICE 3 (5 points), réservé aux candidats ne suivant pas ’enseignement de spécialité de
mathématiques.

Partie A : On rappelle que la fonction logarithme népérien, notée In, définie sur ] 0 ; + oo[ vérifie, pour tous
réels a et b strictement positifs, In (a ) = In (a) + In (D).

Démontrer que, pour tous réels a strictement positif et pour tout entier naturel n, ona : In (¢") =n In a.

Partie B

Cet exercice se présente comme un questionnaire a choix multiples (QCM). Les quatre questions sont indépendantes.
Pour chaque question il y a deux réponses correctes. Le candidat doit cocher au plus deux cases (celles qu’il juge
correctes). Aucune justification n’est demandée.

A chaque question est affecté un certain nombre de points. Chaque réponse exacte rapporte la moitié des points affectés ;
chaque réponse fausse enleve le quart des points affectés. Cocher trois cases ou plus a une question, ou n’en cocher
aucune, rapporte zéro point d cette question.

Si, par application de ce baréme, le total des points de [’exercice est négatif, il est ramené a zéro.

1° Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal (O, U, V).

: —3 +i
Soit le nombre complexe a = L .

4
s 1 . , . zZy = 6161
On considére, pour n [J IN, le point A, d’affixe z, vérifiant z,=d" 2
n
On pose r, = |z, | pour n=0.
. T . 1
[ ] a) La suite ( 7, ) est une suite géométrique de raison » = 5

[] b) Lorsque n tend vers + o, les points A, se rapprochent du point A,.
51
L1 oarg(z)="7 [2m].

S5nTt
6

2° Dans le plan complexe % muni d'un repére orthonormal direct (O, U, V), on considére les points A, B, C et D

[ ] d) Pour tout entier naturel n, arg ( z, ) = [2 TT].

d'affixes respectifs zy =—1,zg =3,zc =2+3ietzp =—1+21
z—2-31

te Z= -
On note R

[ ] a)L’image de C par I’homothétie de centre A et de rapport — % est le point d'affixe 1 +1.

[ ] b) L’image de C par la rotation de centre B et d'angle g est le point d'affixe 3 _2\/§ + 3 \/g — 1 1.

] c¢) L'ensemble des points d'affixe z tels que Z soit un imaginaire pur est contenu dans un cercle de centre Q
d'affixe 1 +1.
[[] d) L'ensemble des points d'affixe z tels que Z soit de module 1 est contenu dans une droite passant par O.

3° On considére une fonction f* définie, dérivable et positive sur IR et la fonction g définie sur R par :
_fx)

ST/
a) Pour tout réel x, 0 < g (x) < 1.
b) Si, quand x tend vers + oo, la limite de f'(x) est finie alors, quand x tend vers + oo, il est possible que g (x)
tende vers + oo.
¢) Si, quand x tend vers + oo, la limite de g (x) est finie alors, quand x tend vers + oo, la limite de f'(x) l'est
aussi.
d) Si la fonction f* est croissante sur IR alors la fonction g est croissante.

O o

4° On considére trois fonctions définies sur IR qui vérifient la propriété
« Pour tout réel x, u(x) < f(x) < v(x) ».

[] @Si i Ergmf(x) =+ oo alors hmw V(x) =+ 00

u(x) > 1

v(x) = 2 u(x) et si

[] ¢) Si pour tout réel x, { u((jg >; u(x) si 11r£1oo u(x) = alors lim  (v(x) - u(x)) = l.

[] d)Si i ljrgm u(x)=-2et i ljrgm v(x) =2 alors i ljr}}mf(x) =0.

[1 b) Si pour tout réel x,{ 11r£1 u(x) = { alors lir£1 fx)="21.



EXERCICE 3 (5 points), réservé aux candidats suivant I’enseignement de spécialité de mathématiques.

On considere les suites d’entiers naturels définies sur N par :

x0=3etxn+1=2xn—l
yo=letyn1 =2y, +3

1)  Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, x, = 2" + 1.

2) a) Calculer le PGCD de xg et x9 , puis celui de X006 €t X2007 -
Que peut-on en déduire pour ces nombres ?

b) x, et X,+1 sont-ils premiers entre eux pour tout entier naturel n ?

3) a) Démontrer que pour tout entier naturel n, 2 X, —y,=5.
b) Exprimer y, en fonction de n.

¢) En utilisant les congruences modulo 5, étudier suivant les valeurs de I’entier naturel p, le reste de la
division euclidienne de 2” par 5.

d) On note d, le PGCD de x, et y, pour tout entier naturel n. Démontrer que d, =1 ou d, = 5.
En déduire I’ensemble des entiers naturels n tels x, et y, soient premiers entre eux.

EXERCICE 4 (7 points ) commun a tous les candidats :
1)  Pour tout entier naturel n non nul, on considére la fonction g, définie sur ] 0 ; + oo [ par:

— X
g,,(x)—lnx+n 1.

a) Déterminer les limites de g, en 0 et en + oo puis étudier le sens de variations de g, .
b) Montrer que I’équation g,(x) = 0 admet une unique solution dans ] 0 ; + oo [.
On note a,, cette solution. Montrer qu’elle appartient a I’intervalle [ 1 ; e |.
c¢) Etudier le signe de g, (x) sur ] 0 ; + oo [
2)  Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O; 1; ).
On note (I") la courbe représentative de la fonction logarithme népérien.
a) Soit # un entier naturel non nul. Déterminer une équation de la droite A, passant par le point A de
coordonnées (0 ; 1) et le point B, de coordonnées (7 ; 0).
b) Faire un croquis représentant la courbe (I") et les droites A}, A, et As.
¢) Montrer que 0, est I’abscisse du point d’intersection de (") avec A,,.
d) Préciser la valeur de a, puis faire une conjecture sur le sens de variation de la suite (Q,,).
3) a) Exprimer In(Q,) en fonction de n et de ..
b) Exprimer g,+; (0,) en fonction de »n et de O, et vérifier que : g, (a,) <O.
c¢) Déduire de la question précédente le sens de variation de la suite (a,,).
d) On admet que la suite (a,) converge. On note alors £ sa limite.
Etablir que In ¢ =1 et en déduire la valeur de / .
4)  Pour tout entier naturel » non nul, on considere la fonction f, définie sur [ 0 ; + oo [ par :

2
X
= — + —_—
fulx)=xInx—-2x o
fu(0)=0
a) Démontrer que la fonction f, est continue en 0.
b) Déterminer la limite de &L;@ quand x tend vers 0 ?

La fonction f, est-elle dérivable en 0 ?
Que peut-on en déduire pour la représentation graphique de f, ?
¢) Démontrer que pour tout réel x de ] 0 ; + oo [, £,,'(x) est du signe de g,(x).
Dresser alors le tableau de variation de la fonction £, en précisant la limite de f, en + oo.
d) Dans un repére orthonormal (O; T; j) on note ~, les courbe représentative de f,
Etudier les positions relatives de “, et 4



EXERCICE 1 (4 points ) commun a tous les candidats : L’objectif de cet exercice est I’étude de la désintégration d’un élément
radioactif, le Thorium **’, qui se désintégre en Radium **, lequel se désintégre a son tour pour donner du Radon >, A I’instant t = 0,
on isole N, atomes de Thorium, et a cet instant (t = 0), il n’y a aucun atome de Radium. On note R(t) le nombre d’atomes de Radium
223 présents a ’instant t, t appartenant a Pintervalle | 0 ; + oo [. Les expériences réalisées ont montré que la fonction R était solution
de Péquation différentielle (E) : R’(t) + 0,062 R(t) = 0,038 Ny e ~ """ et vérifiait donc la condition initiale R(0) = 0.

1° Résoudre I’équation différentielle (E’) : R’(t) + 0,062 R(t) = 0. On notera Ry les fonctions solutions générales de (E’) .

Les solutions de 1'équation différentielle (E') sont de la forme X =k ¢ 0062

0,038 t
—N

2° Montrer que la fonction R, définie sur [ 0 ; + oo [ par R(t) = 2

Ri(t)=—% N e "% donc R,'(t) =— 0,038 x ¢ “"¥¥ ! x % No
19

19 0038t _ 19
12 12 12

Noe "% - x 0,038 x-2 Ny e
—Nj % 0,024 ¢ *¥t = 0,038 Ny ¢ """ donc R; est bien solution de (E)

est une fonction solution particuliere de (E).

Ry'(t) + 0,062 R(t) = 0,062 X — — N (0,062 — 0,038) ¢ **8!

_19
12

3° On admet que les fonctions solutions générales de (E) sont définies sur [ 0 ; + oo [ par Ri(t) + Ry(t).
Déterminer alors la fonction R, qui vérifie R(0) = 0.

Re(0) +Ry(0)=0 = ke’ + BNoe =0 < k——%No

4° On considére la fonction f définie sur [ 0 ; + oo [ par f (t) = e ~ "3 _ ¢ %2 3) Exprimer R(t) en fonction de f (t).
19 0062t , 19 —0038t_ 19

R(H)=—-15Noe +15 Noe " =2 f(0)

b) Déterminer la limite de fen + oo,
lim —0,038 t= lim —0,062t=~ocodonc lim e 002t = [im 0! = lim e* =0 donc [im_f(t) =0.

t - +oo t - + t >+ t >+ - — 00

¢) Calculer la fonction derlvee £ de f .Vérifier que f°(t) = 0,002 ¢ " 31-19¢ ™ ot Y.

1(6)=-0,038 ¢ 58 +0,062 e “"? " et

0,002 ¢ ~0002t (Gl1-19¢ 0,024t) =31 % 0,002 ¢ *62t_ (002 x 19 ¢ 00621+ 0.024¢

=0,062 e *%2'— 0,038 ¢ ¥ = f1(1)

d) Résoudre I’inéquation 3119 ¢ *"** >,

3121920 o 31219 o g3l 6004 1<1n (31) o ts——In (31)
- - =19 7 19 0,024 19

En déduire les variations de f'sur [ 0 ; + oo [ (on précisera la valeur exacte 7, de ¢ pour laquelle f atteint son maximum, et on
donnera une valeur approchée de ce maximum 2 la précision de 107 ). En déduire les variations de la fonction R.

1 31 N
’0_0 024ln(19)~20,398 F(to)=0,178

R=—% f (e t > 0 donc R a les mémes variations que f.

e) Selon vous, que se passe-t-il apreés I’instant 7, ?
Apres l'instant ty le radium diminue jusqu'a disparaitre.
5° On suppose que Ny = 10" .Combien y aura-t-il d’atomes de Radium *** au temps =15 ?

115) x% 102 =2,7 10"



EXERCICE 2 (4 points ) commun 2 tous les candidats : Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O, u, %7) .

On fera une figure qui sera complétée au fur et 2 mesure. 1° a) Résoudre dans I’ensemble ¢ des nombres complexes I’équation
Zf-4z+8=0.

On notera z; la solution dont la partie imaginaire est positive, z, ’autre solution.

—(—4)+4i . .
5 =2+21etz,=2-21.
b) Ecrire les solutions z, et z, sous forme exponentielle. Placer les points A et B d’affixes respectives z, et z, sur la figure.

|zl|=2\/§etarg(zl)zgdonc21=2 2™ et|zz|=2\/§etarg(zz)=—g donc z; =2+/2 ¢ ™

A=(—4)’—4x8=—16. L'équation a donc deux solutions : z; =

2° On considére ’application f qui a tout point M distinct de O et d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ défini par ' = % ol

7z est le nombre complexe conjugué de z. a) Calculer les affixes des points A' et B', images respectives des points A et B par f.
Placer ces points sur la figure.

— a1l gwa 14D g 11
Z1 2\/§e etz_1 2\/§e 2 et zp 2\/§e etz_2 2\/56 )

b) Montrer que pour tout point M distinct de O, les points O, M et M’ sont alignés, et que OM’ x OM = 1.

a1 —1

1 1 . . . . 1 ,
z'= 7 i = |7§ x z. Comme z est l'affixe du vecteur OM et z' celui du vecteur OM ' on a : OM = W OM.
Les vecteurs OM et OM ' sont donc colinéaires (et de méme sens) les points O, M et M ' sont donc alignés.

1 oM’
OM'XOMZWoMXOMZW: I carOM = |z |
=
3°a) Montrer que pour tout nombre complexe non nul z, | 7 — 2 | = 2 est équivalent a > =2

_ 1_2
_'—l—ld 1-2z"| z| |z= x g — 5
z'= = = donc e R =|z-2|

z
L. =2z
Onadonc |z—2|=2 estéquivalent a T | 2
L
En déduire que | z—2 | =2 est équivalent a 37% | = [z']
1-2z'| | 1=272"| (1=-22Z'
Z_V - Z_l - Z |l
_ '
Onadonc |z—2|=2estéquivalenta| — 5 qui est équivalenta |1 -2z"|=|z"|

b) Soit C le cercle de centre I, d’affixe 2, et de rayon 2. Montrer que [AB] est un diamétre de C.

ZA+ZB_2+2i+2—2i
2 2

AB=|2-21—-(2+21)|=|-41|=4donc 2 est bien le rayon du cercle de diametre [AB]

¢) Soit M un point de C distinct de O. Montrer que M’ est situé sur une droite D (distincte de la droite (OM)), dont on donnera
une équation. Placer le cercle C et la droite D sur la figure.

M appartient C est équivalent a | z— 2 | =2 qui est équivalent a | 1 —2z'|=|z"'| qui est équivalent a M '

= 2. le point I est donc bien le centre du cercle de diamétre [AB]

équidistant de O et du point C d'affixe %

La droite cherchée est donc la médiatrice de [ OC ] et son équation est : x =

~



EXERCICE 3 (5 points), réservé aux candidats ne suivant pas ’enseignement de spécialité de mathématiques.

Partie A : On rappelle que la fonction logarithme népérien, notée In, définie sur | 0 ; + oo| vérifie, pour tous réels a et b
strictement positifs, In (¢ b) = In (@) + In (b). Démontrer que, pour tous réels a strictement positif et pour tout entier naturel n,
ona: In(@")=nlna.

On démontre ce résultat par récurrence.

Initialisation. Pourn=0ona:Ina"=In1=0et0 xIna=0

Hérédité. Considérons un entier & tel que In (¢*) =k Ina

Démontrons qu'alors In (ak” )=(k+1)Ina.

In(@M=In@*xa)=In@@)+ma=klna+lna=k+1)Ina

Conclusion : Pour tout entier naturel n, In (¢") = n In a.

Partie B 1° Le plan complexe est ramené a un repere orthonormal (O, u, E\‘f").

_3l3+'

4 ! On considére, pour n 00 IN, le point A, d’affixe z, vérifiant

{ZO =6+6i

Soit le nombre complexe a = o .
Int1=a@ 2

On pose r, =| z, | pour n 2 0. a) La suite ( r,) est une suite géométrique de raison r=%.
1 1
r=ld"zo]=lal" x| z|et|a|=7\3+1=3

1" : : o 1
rp=|zo| % (5) donc la suite ( 7, ) est bien une suite géométrique de raison 5

b) Lorsque n tend vers + oo, les points A, se rapprochent du point A,.

Ona 5

<1ldonc lim r, =0= lim OA, donc les points A, se rapproche de O par de A,.

n — +oo n — +oo

c)arg(zs)=51—;[ [2T[].

arg (zs)=arg (zoa’ )=argz,+ 5 xarga

zo=6+6i=6\/§(32Q+132Qj=6\/§ew“doncargzo=5

4

_3@_1 l@ 1)_1 siwe _om
a=—y —2(—2+2j—2e doncarga—6
ar :E+25n:3n+50n:53n:48n 5_11:4T[+5_T[
8571776 12 12 12 12 12°
Onadoncbienarg(zs)Zsl—; [2T].
d) Pour tout entier naturel n, arg(z")=52TI [2 mt].

nT

al‘g(Zn)=arg(20an):arg20+nXargazg_l_S6 ;tSZT[

2° Dans le plan complexe % muni d'un repére orthonormal direct (O, ?i, Q/'), on considére les points A, B, C et D d'affixes
z2—2-3i

respectifs z, =—1i,zg =3,zc =2+3ietzy, =—1+2i Onnote Z= o

a) L’image de C par I’homothétie de centre A et de rapport — % est le point d'affixe 1 + i .

z'—zAz—%(z—zA)doncz'z—i—%(2+3i+i)=—i—1—2i=—1—3i

b) L’image de C par la rotation de centre B et d'angle Eest le point d'affixe 3 _2\/3 + 3 \/?; -1 i.

z'—zB=eiW6(z—zB)d0ncz'=3+(325+%)(2+3i—3)=3+3%(_1+3i)=3_3[32+1+3i3[32+1i

_6-\3-i+3i\3+37 3-3+@G\3-1Di
2 2

¢) L'ensemble des points d'affixe z tels que Z soit un imaginaire pur est contenu dans un cercle de centre Q d'affixe 1+i.

z—2—31est l'affixe du vecteur CM et z + i est celui du vecteur AM

Z U1 R siet seulement si arg Z = g ou —g ou Z =0 on a alors CM 00 AM et donc m est sur le cercle de

N 4 s
diametre [AC]. Le milieu de [AC] est le point d'affixe A 2ZC =1 g 31 = 2 221 =

1+1.

M est bien sur un cercle de centre Q



d) L'ensemble des points d'affixe z tels que Z soit de module 1 est contenu dans une droite passant par O.

1z|=1 - 2=l
| z—za |

M est donc un point de la médiatrice de [AC]

OA=|za|=1etOC=]|zc|= \/4 + 9 # OA donc O n'est pas sur la médiatrice de [AC]

L'ensemble des points d'affixe z tels que Z soit de module 1 est contenu dans une droite mais cette droite ne

passe pas par O.

=1 e |z—zc|=|z—za|etzZza

3° On considére une fonction f* définie, dérivable et positive sur IR et la fonction g définie sur IR par : g(x) = 1—%

a) Pour tout réel x, 0 < g (x) < 1.

Pour tout réel x on a
f(x)=20donc 1+ f(x)=1+0donc g(x)=0.

[) o f-(0+fx)_ 1
1+f(x) S ) S (x)
On a donc bien, pour tout réel x, 0 < g (x) < 1.

b) Si, quand x tend vers + oo, la limite de f (x) est finie alors, quand x tend vers + o, il est possible que g (x) tende vers + o
La fonction f'est positive donc si f(x) tend vers une limite finie cette limite ne peut étre égale a — 1 donc, quand

De plus g(x)— 1= <0 donc g(x) < 1.

x tend vers + o0 g(x) tend vers 1 f 7 mais jamais vers + oo,

¢) Si, quand x tend vers + oo, la limite de g (x) est finie alors, quand x tend vers + oo, la limite de f(x) I'est aussi.

f(x) 1

Si la limite de f'(x) quand x tend vers + oo on a alors g(x) = ) =
1

1

reo1+ 5 1

TT®
lim /@)= done lim_75

La limite de g(x) quand x tend vers + oo est finie et pourtant la limite de f'(x) est infinie.

=0et lil’}rl glx)=1.

d) Si la fonction f est croissante sur IR alors la fonction g est croissante.

fest dérivable sur IR donc si f'est croissante alors pour tout réel x, 1 (x) > 0.
W) (/@) *f)Xf) [ ()
(I+f(x) (I+/(x)

g est définie et dérivable sur R et pour tout réel x, g '(x) = L 7> 0 donc

g est aussi croissante sur R.
_f)
L+ /()

4° On considére trois fonctions définies sur IR qui vérifient la propriété « Pour tout réel x, u(x) < f(x) < v(x) ».
a)Si lim f(x)=+oalors lim w(x)=+o
X - to X - +oo

D'apres les théorémes de comparaison de limites.

Variante X = f(x) =

b) Si pour tout réel x, { :((;c)) :21 uGey €St lim_u() =L alors lim f(x)= /.
Contre-exemple : les fonctions u, v et f'sont définies sur IR par :
_ 1 _ 1 _ 2
u(x) =1 +mj, fx)=1,5 +m§etv(x)—2+mj
lit? u(x)=1

On a alors : pour tout réel x, u(x) < f(x) < v(x) et { lim f()=15%#1
X —» + oo ’

. . u(x)>1 - _ . _
¢) Si pour tout réel x, { Y(x) = 2 u(x) et si . l:nlw u(x)= 0 alors . l:quoo w(x) — u(x)) /.

Si lim u(x) = ¢ alors lim v(x)=2 l et lim (v(x) - u(x) ) =2 0 —0=1
d) Si linl ux)=-2et linl v(x) =2 alors linl f)=0.

Contre-exemple : les fonctions u, v et f'sont définies sur R par :
ulx) ==2,f(x)=letv(x)=2

00

lir}rl ux)=-2
On a alors : pour tout réel x, u(x) < f(x) S v(x) ety . lim v(x) =2

liIP fx)=1%0



1° Pour tout entier naturel n non nul, on considére la fonction g, définie sur]0 ;+ oo [ par: g,(x)=Inx+ f -1.
a) Déterminer les limites de g, en 0 et en + co puis étudier le sens de variations de g,,.

lim Inx= oet lim ~— 1=+ o0 donc lim g, (x)=+c

X —» + oo X —» +oo

lim Inx=—wet lim =0 donc lim g, (x)=—
X -0 X -0n X > 0

L 11 . .
gn est dérivable sur R et g,'(x) = < + P > (0 pour tout réel x > 0 et pour tout entier naturel 7.

La fonction g, est donc croissante sur ] 0 ; + oo [.

b) Montrer que I’équation g,(x) = 0 admet une unique solution dans | 0 ; + o [. On note Q,, cette solution. Montrer qu’elle
appartient a I’intervalle [ 1; e ].

g, est continue et strictement croissante sur | 0 ; + oo [, i liTm gu(x) =+ o0 et Xlimo 2u(x) = — o donc la fonction g,

change de signe sur ] 0 ; + oo [. D'aprées le théoréme des valeurs intermédiaires et son corollaire on peut dire que
1'équation g,(x) = 0 admet une solution unique a,

gn(l)Z%—ISOet gn(e)=§>0donc l<a,<e

¢) Etudier le signe de g, (x) sur | 0 ; + oo |

D'apres les variations de la fonction g, ona: g,(x) 20 < x

2° Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O; 1; T). On note (T) la courbe représentative de la fonction logarithme
népérien. a) Soit n un entier naturel non nul. Déterminer une équation de la droite A, passant par le point A de coordonnées
(0 ; 1) et le point Bn de coordonnées ( ; 0).

AB, (_nl ) et AM (yf 1) colinéaires si et seulement sin (y—1)+x=0c'estadirey =— % +n

b) Faire un croquis représentant la courbe (I) et les droites A, A, et A;.

-5

¢) Montrer que q, est I’abscisse du point d’intersection de (') avec A,.

y=Inx y=Inx y=Inx {yZInx

Sy =07 F T

d) Préciser la valeur de a, puis faire une conjecture sur le sens de variation de la suite (a,,).

X - X - X -
y=—=+n Inx=—=+n Inx+=—-n=0
n n n

o;=1cargi(l)=In1 —%Jr 1 = 0. La suite (0,) semble étre croissante.



3° a) Exprimer In(a,) en fonction de » et de Q.
2,(0,) =0 < 1nan+%—1=o - an(,,Zl—%
b) Exprimer f, ., (0,) en fonction de n et de a, et vérifier que : f,; (a,) <0.
0 o, Qq, —(n+1a,+na, a,
—1l=1-—"+—=—1= =—
n+1 n n+l nn+1) nn+1)
¢) Déduire de la question précédente le sens de variation de la suite (a,).
En+1 (anﬂ) = O dOHC n+1 (an) < n+1 (Gnﬂ)
Comme la fonction g, est croissante sur | 0, + o [ et que O, et d,.; sont strictement positifs on peut dire que
Ay < Uyt
En effet démontrons, par I'absurde, que Q,, < 0,+.
Si on avait a, > d,+; > 0 comme g, est croissante sur | 0 , + oo [ on aurait alors g,+; (0,) > g,+1 (0,41) ce qui
est contraire aux 1'hypotheses.
On a donc bien pour tout entier naturel n, 0, < a,;. La suite (0,) est donc croissante.

gnr1 (0;) =Ina, + <0

d) On admet que la suite (a,) converge. On note £ sa limite. Etablir que : In £{= { et en déduire la valeur de £

La suite (a,,) est croissante et majorée par e elle est donc convergente.

lnan—l—%et lim a,={donc lim G——Oet lim Ina,= lim (1—%)=1.

n — +oo n -+t N n — +oo n — +oo

lim o, ={donc 11m Ina,=Infl. onadoncbienln{=1c'estadirel{=¢

n — +oo
2
f,,(x)=xlnx—2x+x—

4° Pour tout entier naturel n non nul, on considére la fonction f, définie sur [0 ; + oo [ par: { 2n
f(0)=0

a) Démontrer que la fonction f, est continue en 0.
¥

11rnO xInx=0et hm0 2x+ E =0 donc hrn fn(x) 0 = £,(0). la fonction f, est donc bien continue en 0.
X - X —

b) Déterminer la limite de M)—CL;@ quand x tend vers 0 ? La fonction f, est-elle dérivable en 0 ? Que peut-on en déduire

pour la représentation graphique2 def,?

X
xlnx-2x+—

ﬁl(x)_fn(o): 2n:1nx_2+i donc limM:_m
X X 2n X -0 X

La limite n'est pas finie donc la fonction f, n'est pas dérivable en 0. Comme f, est continue en 0 on peut dire que

la représentation graphique de f, admet un tangente verticale en O.
¢) Démontrer que pour tout réel x de | 0 ; + oo [, £,'(x) est du signe de g,(x).
Dresser alors le tableau de variation de la fonction f, en précisant la limite de f, en + co.

fn(x)—lxlnx—i-xxl_2+2_x—1 x—1+% X 0 a, + o0
Y " O —a@] - 0
= gu(x)
=x* [ 2X 2 L ﬁ(X) \ f;’l(an)/'
Julx) =x (x —x+2n)
In x 2
xljf}rleZO—xljrilw—doncxljm donc hm ﬁ(x) + o0

2

¢) Etudier les positions relatives de 7, et 7,4,
2 2
X

Il faut étudier le signe de f+1(x) — fn(x)
2
- _ S _ X _X
for1(@) —fu(x) =xInx 2X+2(n+1) (xlnx 2x+2n) xInx 2X+2(n+1) xlnx+2x o
X’ x_z_x_z( 1 _l):x_zxumz_ X

T2+ 2n 2+l n)"2 . = —75, e qui est toujours strictement négatif.

La courbe 7, est toujours au dessous de la courbe 1,




