BAC BLANC TS

ELEVES  SUIVANT  L’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE MATHS

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements seront prises en compte dans l’appréciation des copies.

Exercice 1    3,5 points

Le taux d'alcoolémie f(t) (en g L–1 ) d'une personne ayant absorbé, à jeun, une certaine quantité d'alcool vérifie,

sur EQ \o\al(I;\d\fo2()R)+, l'équation différentielle :  (E) : y' + y = a e–t  
où t est le temps écoulé après l'ingestion (exprimé en heures), et a une constante qui dépend des conditions expérimentales.

1° On pose, pour tout t g(t) = f(t) et. Calculer g '(t). En déduire que g est une fonction affine.

2° Exprimer f(t) en fonction de t et de a. (Remarque : f(0) = 0)

3° Dans cette question, on suppose que a = 5.

a) Etudier les variations de f et tracer sa courbe.

Déterminer le taux d'alcoolémie maximal et le temps au bout duquel il est atteint.

b) Donner une valeur du délai T (à l'heure près par excès) au bout duquel le taux d'alcoolémie de cette personne est inférieur à 0,5 g L–1 .
Exercice 2  5 points

Fiabilité d'un test de dépistage

Dans une population donnée, la proportion d'individus atteint d'une certaine maladie est x.

On dispose d'un test de dépistage de cette maladie et on voudrait étudier sa fiabilité.

· On dispose des données suivantes :

· on effectue le test de dépistage à 100 personnes considérées comme malades : 98 ont un test positif.

· on effectue le test de dépistage à 100 personnes considérées comme saines : 1 seule a un test positif.

On choisit au hasard un individu de cette population et on le soumet au test.

On note : M "l'individu est malade"               T "l'individu a un test positif"

On note f(x) la probabilité qu'un personne soit malade sachant qu'elle a un test positif  

1° a) Exprimer p(M SYMBOL 199 \f "Symbol"\h T) et p(T) en fonction de x. 

b) En déduire que f(x) =  EQ \s\do1(\f(98 x;97 x + 1))
c) Tracer la courbe représentative de la fonction f sur l'intervalle [0, 1].

2° On considère que le test est fiable lorsque la probabilité qu'un individu ayant un test positif soit malade est supérieure à 0,95.

a) Le test est-il fiable si la proportion x d'individus atteints de la maladie est de 0,05 (5%) ?

b) A partir de quelle proportion x le test est-il fiable ?

3° Pour évaluer la proportion des individus malades on utilise le test sur un échantillon de la population et on constate que 5 personnes sur 100 ont un test positif.. 

a) A combien peut-on évaluer x ? (On donnera le résultat à 10–2 près)

b) Calculer alors la probabilité que le test soit erroné 

b) Peut-on considérer que le test est fiable ?

Exercice 3…. 6,5 points.

Partie A

On considère la fonction numérique f de la variable réelle x définie sur l’intervalle [ 0, +∞[ par 

f(x) =  EQ \r(x) e–x
Elle est dérivable sur l’intervalle ] 0 , + ∞ [. On note f’ sa dérivée.

On note C la courbe représentative de f dans le plan rapporté à un repère orthonormal (O; EQ \o(\s\up7(\d\fo1()\d\ba3() SYMBOL 174 \f"Symbol"\s5\h);i)
, EQ \o(\s\up7(\d\fo1()\d\ba3() SYMBOL 174 \f"Symbol"\s5\h);j)
).

1° Déterminer la limite de f en + ∞ 

(on pourra pour cela justifier et exploiter l’écriture, pour tout x réel strictement positif, f(x) =  EQ \s\do1(\f(1;))
 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  EQ \s\do1(\f(x;ex)) ).

Interpréter graphiquement le résultat.

2° a) Pour x élément de ] 0, +∞[, calculer f '(x).

b) Déduire des questions précédentes le tableau de variation de f.

c) Démontrer que pour tout réel x, f(x) SYMBOL 163 \f "Symbol"\h  EQ \s\do1(\f(;2))
  .

d) Tracer la courbe C (unité graphique : 2 cm). 

Partie B

On considère la suite (Un) définie pour tout entier naturel n non nul par 

Un =  EQ \i\in(\d\ba2()n;\d\fo1()n+1;  f(t) dt).

1° Interpréter géométriquement Un .

2° Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, f(n + 1) SYMBOL 163 \f "Symbol"\h Un  SYMBOL 163 \f "Symbol"\h f(n).

3° En déduire que la suite (Un) est décroissante.

4° Prouver la convergence de la suite (Un) et déterminer sa limite. 

Partie C

On considère la fonction numérique F de la variable réelle x définie sur [ 1 , + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h [ par F(x) =  EQ \i\in(\d\ba2()1;\d\fo1()x;  f(t) dt)
1° a) Montrer que F est dérivable sur [ 1 , + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h [ et calculer F’(x).

b) En déduire le sens de variation de F.

2° a) Démontrer que, pour tout réel t positif,

f(2 t) SYMBOL 163 \f "Symbol"\h e–t
(On pourra démontrer que f(2 t) – e–t = e–t ( EQ \r(2) f(t) – 1).. 

En déduire que pour tout t positif  :  

f(t) SYMBOL 163 \f "Symbol"\h e–t/2.

b) Démontrer que , pour tout x de l’intervalle [ 1 , + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h  [, 

F(x) SYMBOL 163 \f "Symbol"\h  EQ \i\in(\d\ba2()1;\d\fo1()x; e–t/2 dt)..

c) En déduire que, pour tout x appartenant à [ 1 , + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h [, 

0 SYMBOL 163 \f "Symbol"\h F(x) SYMBOL 163 \f "Symbol"\h  EQ \s\do1(\f(2;))
.

3° On note, pour tout entier naturel n non nul, Sn la somme des n premiers termes de la suite (Un). 

Exprimer Sn à l’aide d’une intégrale. 

Montrer que la suite (Sn) converge et donner un encadrement de sa limite.
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Boire ou conduire... avec des probabilités conditionnelles

Le seuil maximal d'alcoolémie toléré pour conduire une automobile est 0,5 gramme par litre.

Un laboratoire a mis au point un éthylotest. Théoriquement, celui-ci devrait être positif lorsqu'une personne testée a une alcoolémie strictement supérieure au seuil toléré. Mais il n'est pas parfait

‑ lorsqu'une personne a un taux d'alcoolémie strictement supérieur au seuil toléré, l'éthylotest est positif 96 fois sur 100 ;

‑ lorsqu'une personne a un taux d'alcoolémie inférieur ou égal au seuil toléré, l'éthylotest est positif 3 fois sur 100.

On suppose que ces résultats portent sur un échantillon suffisamment important pour qu'ils soient constants.

Dans une région donnée, 95 % des conducteurs d'automobile ont un seuil d'alcoolémie inférieur ou égal au seuil toléré. On soumet, au hasard, un automobiliste de cette région à l'éthylotest.

On définit les événements suivants. 

O : « l'éthylotest est positif » ; 

N : « l'éthylotest est négatif » ; 

S : « le conducteur a un taux d'alcoolémie strictement supérieur au seuil toléré » ;

I : : « le conducteur a un taux d'alcoolémie inférieur ou égal au seuil toléré » .

1° Que valent P(I), PS(O), PI(O) ?

2° Quelle est la probabilité que l'automobiliste ait un taux d'alcoolémie strictement supérieur au seuil toléré ?

3° Quelle est la probabilité qu'il ait un taux d'alcoolémie strictement supérieur au seuil toléré, et que l'éthylotest soit positif ?

4° a) Calculer P(O SYMBOL 199 \f "Symbol"\h I ), puis P(O). 

b) Quelle est la probabilité qu'il ait un taux d'alcoolémie strictement supérieur au seuil toléré, sachant que l'éthylotest est positif?

5° Quelle est la probabilité que l'éthylotest donne un résultat erroné?

Les valeurs approchées .seront arrondies à 10–2.
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