Devoir maison n° 1 A rendre le 21 septembre 2005

On considere la fonctions définie sur | —oo ; =3 O [1 ;+ oo [ par: f(x) = \/X2 +2x-3.

1° Montrer que la courbe représentative ¢ de f dans un repére orthonormal (O; 1, j) admet la droite
d'équation " x = — 1 " comme axe de symétrie.

On étudie donc fsur [1;+ oo |

2° Soit la fonction g définie sur [ 1 ; + oo [ par : g(x) = X +2x-3.

Etudier les variations de g(x).

En déduire les variations de fsur [ 1 ; + oo [ .

3° Prouver que “¢admet en + o une asymptote A d'équation "y =x+ 1 " et préciser les positions respectives
de 7r etA.

4° Etude de la dérivabilité de fen 1.

: o . . f(x) — f(1)
Etudier la limite a droite au point 1 du taux d'accroissement XX 1
Peut-on dire que f est dérivable en 1 ?

On admettra que ~¢admet une tangente verticale au point d'abscisse 1 .

5° Tracer A puis ¢ en utilisant I'axe de symétrie .

1° Etudier et représenter graphiquement la fonction f définie sur | —o0 ;4,5 [ par

-8
fix) =2—>-.
(x) 2x-9
2° On définit une suite U par son premier terme Uy et la relation de récurrence : U,y = f(U,) = ZU[}_—_89 .

a) On suppose que Ug < 1.

Démontrer par récurrence que pour tout n, U, < 1.
Démontrer que la suite U est croissante.

En déduire qu’elle est convergente

b) On suppose que 1 <Uj <4

Démontrer par récurrence que pour tout n,. 1 <U, <4
Démontrer que la suite U est décroissante.

En déduire qu’elle est convergente

Cours : Une suite croissante et majorée converge
Une suite décroissante et minorée converge



1° I'ensemble de définition de f est symétrique par rapport a — 1.

Premiere méthode. Le changement de repére.
SoitI(-1,0)et (I, T, j) un nouveau repére. M(x, y) dans le repére (O;1; J) et M(X, Y) dans le repére (I; 1; )

OM = 6T + i - {X X1

MO 7 e y= \/x7+2x e Y=AX-1 +2(X-1)-3 « Y=A/X"-2X+1+2X-2-3

- Y=AX"—4.

La fonction X @0 - \/Xz — 4 est paire donc la courbe ~ admet I'axe des ordonnées du nouveau repere comme
axe de symétrie.

Deuxieme méthode.

" symétrique par rapport a ~ si et seulement si pour tout réel h un réel tel que — 1 + het— 1 —h soit dans ¢
les points M(— 1 + h, f(— 1 + h)) et N (— 1 — h, f(— 1 — h)) sont symétriques par rapport a

c’estadire f(—1+h)=f(-1-h).
f—1+h)=+/(-1-hy’+2(-1-h)—-3=+/1+2h+h"~2—-2h—-3=+/h"—
f-1-h)y=~/(-1+h’+2(-1+h)—3=+/1-2h+h’—2+2h-3=4/h" -

Pour toutréelhde ) —o0 ; —2]0[2;+ 0 [ona:f(—1+h)=1f(—1-h)

Donc 7~ est bien axe de symétrie de ~ .

Remarque : La fonction g est un polynome du second degrés. sa représentation graphique admet donc comme

b N .
axe de symétrie la droite d'équation "x = — 3a " c’est a dire la droite A.

Pour tout réel h, g(— 1 +h) = g(~ 1 —h) donc pour tout réel h 0]—2;+2 [ona:4/g(- 1 +h)=+/g(= 1 - h).
On peut alors conclure

. 1 +
2° g est un polynome du second degrés croissant sur [ 1 ;+ oo [ z / ®
La fonction x <o - \/>_< est croissante sur [ 0 ; + oo [ g

. 0
fox 0. g(x) o0~ \g(x)

Sur [ 1;+ o [ festlacomposée d'une fonction croissante avec une fonction croissante elle est donc croissante.

3o ) — (x + 1) =TT 2 x5 - (x 1) = T F2X 3 *fo:zll)(\/j;ff 3+ (x 1)

X H2x-3-&x+D* X+2x—3—x —2x—-1_ —4

\/x +2x-3+x+1 \/x2+2x—3+x+1 _\/x2+2x—3+x+1
lim \/x2+2x—3=+00
}donc lim \/x*+2x—3+x+1=+0 donc lir£1 fx)-(x+1)=0

X — +oo
X — too

Iim x+1=+o

X —» too

Donc la droite d'équation "y = x + 1" est asymptote a ~¢.

Signe de f(x) —(x+ 1) = \/x7+2x -x+1)=

On étudie donc fsur [1; + oo |
Ona: X+1>Odoncx/x2+2x—3+(x+1)>Odoncf(x)—(x+1)<0.
7t estau dessous de A.

X +2x-— 3+X+1

4° Soit x > 1. \
fx) —f(l) _ \/x2+2x —0 \/(x—l)(x+3)

x—1 x—1 \\ / /S
. x+3
“\/x_1 carx—1>0 \\ /
X=X+3etl XJr3—+oo Onadonc: \

X — 1 Xﬂl

fx) —f(1) _ x+3 hm\/)—( +oo - .
x-»l* _1 x-»l* _1 X — foo
fn'est pas dérivable en 1. ‘ |




oprey _2X=9— (x=-8)X2 _ 7 ,
1 f(X) (2X—9)2 (2X—9)2 f +

2° (n): U, <. ¢ /'
Initialisation :

Up <1 donc .~ (0) est vraie.
Hérédité.

Si, pour un entier n, .~ (n) est vraie
Onaalors U, < 1.

Comme f est décroissante sur | — o ; 4,5 [ on peut dire que : f(U,) <f{(1).

Comme on a : f(Uy,) = Upy; et f(1) = 1 on peut dire que Uy <1 c’est a dire que .~ (n + 1) vraie.
Conclusion .

.7 (0) vraie
.7 (n) vraie implique .~ (n + 1) vraie
Démontrons que U est croissante.
U, - 8 Up,-8-U, QU -9 _U,-8-20U2+9U, _—2U,. +10U, -8

} on a donc pour tout entier n .~ (n) vraie.

Un+1—Un:2Un_9_Un: 2U0,-9 2U,-9 B 2U,-9
:(Un—l)(—2Un+8)
2U,-9

pour tout entier non a :
U, <1ldonc—-2U,>-2donc&8-2U,>8-2>0.

deplus2 U,<2donc2U,-9<2-9<0

U,<1
Ona 82Un>0} donc Uy — U, > 0.
2U,-9<0

La suite U est donc bien croissante.
La suite U est croissante majorée par 1 elle est donc convergente.
b) .#(n):1<U,<4

Initialisation.

1 <Up <4 donc .~ (0) est vraie.

Hérédité.

Si pour un entier n .~ (n) est vraie alors 1 < U, <4

Comme f est croissante on a alors : f(1) < f(U,) < f(4).

f(1)=1
f(Un) = Unti } on a donc bien 1 < Uy <4 donc .~ (n + 1) est vraie.
f(4)=4
Conclusion.
.7’(0) vraie

.7 (n) vraie implique .~ (n + 1) vraie
_ U =D (=20, +38)
B 2U,-9

} on a donc pour tout entier n .~ (n) vraie.

On avu que Uy — U,

U,—-1>0
1<U,<4donc 8-2U,>8-2x4 }donc(U“_lz)[g_zg“+8)<0doncUnﬂ<Un.
2U0,-9<2x%x4-9<0 n

La suite U est donc décroissante.
U est décroissante minorée par 1 donc U est convergente.



U<l

1<Uy<4




