Devoir maison n° 2 A rendre le 7 novembre 2005

Exercice 1

Pour tout entier n strictement positif, on définit la fonction f, sur l'intervalle [0, 1] par : f(x) = x"/1 — x
1° Calculer £,(0) et f,(1).
n—1

. . X
2° a) Justifier que f, est dérivable sur [0, 1[ et montrer que /(X)) =—F—2n—-2n+1)x
) q [0, IT q (%) 2@( ( ) X)

b) Etudier la dérivabilité de f, en 1.
c) Dresser le tableau de variations de f;.

3° a) Montrer que f, admet un maximum a, que 1'on exprimera en fonction de n.

b) Prouver que a, < S —
\2n+1

c¢) En déduire que la suite (a,),on est convergente et préciser sa limite.

Exercice 2

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O,u,V).

Soit A, B et C les points d'affixes respectives —4 ; 3 et i.

On appelle f I'application du plan P privé de A dans lui-méme qui, a tout point M d'affixe z (z # —4)

z—3
z+4

associe le point M ' d'affixe z ' définie par: z'=

1° Placer les points A, B et C sur une figure qui sera complétée au fur et a mesure de I'exercice.
2° a) Déterminer l'affixe du point C' image de C par l'application f.

b) Démontrer que le point C admet un unique antécédent par f, que I'on notera C".

3° Déterminer les affixes des points invariants par f (c'est-a-dire les points M vérifiant f(M) = M).
4° a) Donner une interprétation géométrique du module de Z'.

b) Déterminer et représenter l'ensemble E des points M dont les images par f appartiennent au cercle de centre O et
de rayon 1.

5° a) Montrer que pour tout complexe z différentde —4, |z'— 1 |x|z+4|=7

b) En déduire que si M décrit un cercle ~ de centre A et de rayon r, alors son image M' par f appartient a un
cercle ~ ' dont on précisera le centre et le rayon.



Pour tout entier n strictement positif, on définit la fonction f, sur I'intervalle [0, 1] par : f,(x) =x"\/1—x
1°£,(0)=0"y1-0=0etf, (1)=1"1-1=0
n—1
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2° a) Justifier que f, est dérivable sur [0, 1| et montrer que f,'xX)=—F—2n—-2n+1)x
) q [0, 1] q (x) 2\/:‘( ( ) X)

La fonction : x <o~ X" est dérivable sur R doncsur[0; 1 [

la fonction : x =0~ 1 —x est dérivable sur R et la fonction : X oo \/; est dérivable sur ] 0 ; + oo [
La fonction composée est donc dérivable en tout x tel que 1 —x [J ] 0 ; +oo [, elle est donc dérivable sur [ 0, 1 [
f est donc le produit de deux fonctions dérivables sur [ 0, 1 [ elle est donc dérivable sur[ 0, 1 [
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f(x)=uxvavecu (x)=x" doncu'=nx"" et v(x)=4/1—-xdoncv'(x) =

X" 2n(1-x)—x) _ x"!
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b) Etudier Ia dérivabilité de f, en 1, 200 =D _xNI-x-0__x{1-% _ _Xx
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lirnli—xIl =—1let limr\/l —~x=0"donc limli = lim — =—00
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La fonction n'est donc pas dérivable en 1 (Remarque : la formule précédente ne peut étre utilisée)

. . . fR(x) =1
Remarque : la fonction f est continue en 1 et lim —+ AL

1 1 ° la courbe représentative de f admet donc une
X - 1~ —

tangente verticale au point d'abscisse 1.

¢) Dresser le tableau de variations de f,.

Pour toutréel x de [ 0, 1 [, x" et 2/1 — x sont positifs donc f'(x) est dusignede2 n-Q2n+1)x
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Pourtoutentiernatureln:0S2n<2n+1doncO<2iil<1 f / \

3° a) Montrer que f,, admet un maximum a, que I'on exprimera en fonction de n.

D'apres les variations de f;, on peut dire que f, admet sur [ 0, 1 ] un maximum f (2 i Jr: 1) =a,

. =( 2n )“ __2n z( 2n )n 2n+1—2n=( 2n )n 1
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b) Prouver que a, < ﬁ Pour tout entier naturel n, 0 <
n

n
2n 2n 0 1
< < —_—
_2n+1_1donc(2n+1)_l donc a, < TES
¢) En déduire que la suite (a,),on est convergente et préciser sa limite.
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Pour tout entier naturel n, 0 < a, <——=-¢t lim ————=== 0 donc d'apres le théoréme des gendarmes (a,) est
NV2n+1 n-*242n+1 P s (@)

converge et lim a, =0.

n —» +oo



Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O,,V).
Soit A, B et C les points d'affixes respectives —4 ; 3 et i.
On appelle f I'application du plan P privé de A dans lui-méme qui, a tout point M d'affixe z (z # —4)

associe le point M ' d'affixe z ' définie par : z'= —z ; i

1° Placer les points A, B et C sur une figure qui sera complétée au fur et a mesure de 1'exercice.

2° a) Déterminer I'affixe du point C' image de C par l'application f.

i—3=(i—3)(4—i)=4i—iz—12+3i=_£+li
i+4 1+16 17 17 17

b) Démontrer que le point C admet un unique antécédent par f, que 1'on notera C"'.
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3° Déterminer les affixes des points invariants par f (c'est-a-dire les points M vérifiant f(M) = M).
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4° a) Donner une interprétation géométrique du module de z'.

Za=—4zvy=zdonc AM=|zv—za|=|z+4]
zg =3zvy=zdonc AM=|zy—2z5 |=|z—3|

ﬂ‘_m

}donc|z‘|= Z214| =AM

b) Déterminer et représenter 1'ensemble E des points M dont les images par f appartiennent au cercle de
centre O et de rayon 1.

MZA: MOE-M'0 7(0,1) = |Z]|=1« %21 < BM = AM. E est donc la médiatrice de [AB]

5° a) Montrer que pour tout complexe z différentde —4, |z' -1 |x|z+4|=7

z-3-z-4
z+4

Z—1]x|z+4|= |51 x|z +4|= x|z+4]=7

z-+4

x|z+4|=‘

b) En déduire que si M décrit un cercle Z” de centre A et de rayon r, alors son image M' par f appartient a
un cercle 7”' dont on précisera le centre et le rayon.

r>0. MO 7 (Ayr) « AM=r < |z+4|=r. Remarque:onaalors MZ A)

Onsaitque:|z'—1|%x|z+4|=7onpeutdoncdireque:|z+4|= (remarque : z' # 1)

7
|z’ = 1]

Onadonc: MO “ (Ay) =« =re|z'—-1 |=% = m'[] 7’(1,%)oﬁlestlepointd'afﬁxe 1.

7
|z’ = 1]
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