TS; 2h Devoir surveillé n°1 Mercredi 28 septembre 2005

On considére la suite (U,) définie par : Uy =3;U, = ﬁ
1° Démontrer par récurrence que, pour toutn LI IN,ona:0<U, <3
2° On considére la suite (V,) définie, pour toutn JIN , par : V, = gn -|_- é

Démontrer que la suite (V,) est géométrique.
3° Exprimer V,, en fonction de n. En déduire la limite de la suite (V).
4° En déduire la limite de la suite (U,).

Soit a un réel strictement positif.

Démontrer que pour tout entiern=0, (1 +a)">1+na.

Déterminer les limites suivantes (On justifiera soigneusement)

3 2 .
. x +1 ) x—4 . X' —-5x+6 . sinx+1
3) xllqlm X' —2x—2 b) Xhinﬁ 1—x* ©) Xhinz X*—3x+2 d) Xllngm x—1

Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = \/x2 —4x+8.

On désigne par 7 la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére (O; 1; 7).
1° Justifier que f est bien définie sur R .

2° Déterminer la limite de f en + o et en — oo.

3° Soit - la droite d’équation y = x — 2.

a) Démontrer que ~ est asymptote a ~ en +oo.

b) Etudier la position relative de " par rapporta ~ . (Hors baréme)

Soit la fonction f définiesur [0 ; 1 [ ] 1 ;+ o [ par: f(x) :—zirlllx

1° Déterminer la limite de fen + o . Que peut-on en déduire de la courbe ~ représentative de f ?
2° Peut-on prolonger par continuité la fonction fen xg =1 ?

2x°-9x°+26
(x—3)°

On appelle 7 la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O; 1; J).

1° Calculer la limite de fen 3.

|E| Soit f la fonction définie sur | —c0 ;3 [0 ]3 ;400 [par: f(x)=

. c \ .
2° a) Montrer que f peut s’écrire sous la forme : f(x)=ax+b+ 73)2 ou a, b et ¢ sont des réels que 1'on

(

déterminera.
b) En déduire que la courbe ~ a une asymptote dont on donnera une €équation.
¢) Etudier la position de la courbe " par rapport a la droite ©» d'équation "y =2 x + 3"



On considére la suite (U,) définie par : Uy =3 ; Upyy = %Ijn
1°Onnote . #(n):0<U, <3

Initialisation :

Up =3 donc 0 < Uy < 3 donc .~ (0) est vérifiée.

Hérédité :

Si pour un entier n la propriété .~ (n) est vérifiée on a alors :
0<U,<3donc1+0<1+U,<1+3

. 1 . .
La fonction :x «o- X est décroissante sur IR+" on peut donc dire que :

1 1 1 1
4£1+Unsldonc2x4sl+UnS2X1 donc 0 <

La propriété .~ (n + 1) est donc bien vérifiée.

<

<2<3.

N [—

1+Un

Conclusion : .~ (0) est vérifiée et la propriété .~ est héréditaire donc, d'apres le principe de récurrence, pour tout
entier n .~ (n) est vérifiée.

2
-1
2oy _Upa—1_1+Us _2-1-Up 14Uy _ 1-Uy _ 1 Uy—1
MU +2 2 1+U, ~2+42+2U, 4+2U, 2 U,+2°
1+U,
(Vy) est un suite géométrique de raison — %
lIl
3° On a donc pour tout entier n : V, =V, X (— 5)
Ug—1 3-1 2 2 (1)
20— 1_2—__ £ —Z2xl_2
VorTor2 312 5%tV sx( 2)
1 .
‘—5 <1doncnllr£1mVn=0
4°Vn=8“;; donc Vy(U,+2)=U,—1donc V, U, +2V,=U,- 1 donc U, V,-U,=-2V, -1
+ :
doncUn(Vn—l)=—2Vn—ldoncUn=21V_“V1 (pour tout entier n V, # 1)
_l’_
On a donc ling Un=%=l.

Onnote .~ (n): (1 +a)"=1+na.

Initialisation.
(1+a)l’=1
I+0xa=1

Hérédité.

Si pour un entier n la propriété .~ (n) est vérifiée Ona: (1 +a)" =1 +na.

a>0doncl+a>0.

Onadonc: (1 +a)x(l1+a)">(1+a)x(l+na)donc(l1+a)'=21+na+ta+na’=1+a(n+1)

car n a’ 2 0. On peut donc dire la *propriété .~ (n + 1) est vérifiée.

} donc (1 +a)’=1+0 x adonc .~ (0) est vérifiée.



3 3
3] a) lim X1 = lim %= lim x=+o .

x%+oox_2x_2 X - too X X — +oo

b) lim X—_42: Signe de 1 —x* :
X—>1+1_X

lim x-4=1-4=-3
x -1 donc lim —zx_4=+oo
Xlimﬁl—Xz:O_ x> 1t 1—x )

¢) lim x>-5x+6

x2—5x+6= x=2)(x=3) _x-3
X’—-3x+2 (x-2)(x-1) x-1

X*=5x+6=(x-2)(x-3)etx*~3x+2=(x-2)(x— 1) donc

i XoSX+6_ . ox-3 2-3
Xazx7—3x+2 x-2x—1 2-1 ’

d) lim sinx + 1

Xt X —1

. . i +
pourtoutréel x :— 1 <sinx<ldonc—1+1<sinx+1<1+1 doncgs%si (x>0)
inx +
On a donc pour tout réel x : 0 < sinx+1 < 2
x—1 X
. .2 . . . . sinx+1
On sait que thgm < 0 donc en appliquant la théoréme des gendarmes on peut dire que : thgm 1




1° Etude du signe de x*—4x+8.0na A=16-4x 8= —16 <0 donc pour tout réel x, x> — 4 x + 8 2 0.

La fonction f est bien définie sur R .
2° OnposeX=x2—4x+8.
lim x>~ 4x+8=+ow }

X — too

donc lim \/x2—4x+8=+oo

X — too

X — —00 . > -
lim \/>—<=+Oo }doncxlln_loo X —4x+8=+00

X - +oo

2 2
3 )~ (x - 2) =T Ax T (x 2y~ O AX T8 (- 2) T4 x 8+ (x-2)
VX —4x+8+(x-2)
X 4x+8-(x=2" _xX-4x+8-x+4x-4_ 4
VX —4x+8+(x-2) X" —4x+8+x-2 AXE—4x+8+x-2

Xlingm x*—4 8 }donc Iim \/x*—-4x+8+x—-2=+ 0 donc lim 0
X - 2 " - ’
X — too X _4 8 X 2

lim x-2=+o X = +o0

X - +00

On a donc 1in+1 f(x) — (x —2) = 0 donc la courbe représentative de f admet la droite d'équation "y = x — 2" comme
asymptote en + oo .

4
X 4x+8+x-2

b) On doit étudier le signe de f(x) — (x — 2) =

1 cas:x—22>0.

On a alors \/xz —4x+ 8+ (x—2) 20 (somme de deux nombres positifs) donc \/ﬁig 2 >(0donc ~
X" —4x X —

est au dessus de ~~
2°Me cas x —2 <0
on a alors — (x — 2) 2 0 donc \/x2 —4x+8— (x—2) =20 (somme de deux nombres positifs)

donc 7 est au dessus de ©



3&) L SN B 4L
X(—I-I-X 1+\/; xllrgw 1+\/; 1 14—\/;(:_1

1° f(x) = N ] : 1 donc lim
x(l——) 1-—= lim 1-—-=1 1-—

X — +oo 1
X X — +oo X X

|
o
=
[

X
la courbe ~ admet la droite d'équation "y =— 1" comme asymptote.

2° lim1 -x+ \/; =—1+ \/—1 =0et lim1 X — 1 =0 On a donc une forme indéterminée.
X - X -

—X+\/;(:(—X+\/;()(X+\/;(): —x2+x _ o x(x=1) X
X1 x=DE+ x-DEER) =D (X
. —x-i-)[X_. X _ 1 _ 1
Jim = _thn1_(x+\/§)__1+\ﬁ__2
Variante. On pose X = \/;

xHfx XX X (X-D _ X
x—1 X-1 X+DHX-1) X+1

li =1
XI—I'nl\/; —X +4/x X _

donc lim = lim — 1
lim — X __1 x-1 x—1 x-1 X+1 2
x-1 X+1 2

on peut donc prolonger la fonction f par continue en posant f (1) = —%

lim 2x°-9x*+26=—1

X > 3 .
IE 1° 1im3 (x— 3)2 - 0+} donc Xh_{n3 f(x)=—o0.
X -

2° a) pour tout réel x # 3

2x°—9x>+26 c
(x—3)2 —ax+b+—z(x_3)

2x°-9x°+26_ax(xX’-6x+N+b(x’-6x+9) +c
(x—3)° (x—3)°

- 2x-9x*+26=ax’—6ax’+9ax+bx’ —6bx+9b+c
- 2x-9x*+26=ax+(—6a+b)x’+(9a-6b)x+9b+c
par identification on obtient :

a=2

a=2
—6a+b=-9 |
9a—-6b=0 {b:il Onadonc:f(x)=2x+3_m
9b+c=26

. 1 P 1
b) lim — x-37 0= lim — (x—3)

La droite d'équation "y =2 x + 3" est donc asymptote a © en+ o eten—oo .

O)fx)—-2x+3)=— <0.

(x-3)""



