TS; 2h Devoir surveillé n°1 Mercredi 3 octobre 2006

Exercice 1

_|._
Soit la suite (U,) définie par : Uy =0 et Upyy = Up 1

3 - Un

(On admet qu'on peut ainsi définir une suite c'est a dire que pour tout entier naturel n, U, # 3)

1° Calculer les valeurs exactes de U, Uy, Us, puis, a I’aide de la calculatrice, donner une valeur approchée
décimale a 107° prés du terme de rang 50.

2° On pose, pour tout entier naturel n, V, = et on admet que V, est définie pour tout entier naturel n.

1
Un,—1
(c'est a dire que pour tout entier naturel n, U, # 1)
a) Montrer que la suite (V,) est arithmétique et préciser sa raison.
n

n+2

b) Démontrer que pour tout entier naturel n, U, =

3° Quel est le sens de variation de la suite (U,) ?
La suite (U,) a-t-elle une limite ?

Exercice 2

Démontrer, par récurrence que, pour tout entier naturel n, 2" >n-+ 1.

Exercice 3

2
On considére la fonction f définie sur R — {1} par: f(x) = w.

-1

Soit ( 7) la courbe représentative de f dans un repére (O; 1; ).

1° Calculer f''(x)’

2° Etudier le signe de f'(x) sur R— {1}

3° Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition
4° Dresser le tableau de variations de f

5° Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout x de R — { 1 },on ait: f(x)=ax +b+ ch

6° Montrer que ( ) admet une asymptote oblique dont on donnera une équation.
7° Déterminer la position relative de ( ) et de son asymptote oblique.
8° Montrer que la courbe ( ) admet un centre de symétrie.

Exercice 4

On considere la fonctions définie sur R par : f(x) = \/X2 +2—xet 7t sareprésentation graphique.
1° Calculer la limite de fen + o .

Que peut-on en déduire pour la courbe ¢ ?

2° Calculer la limite de fen — oo .

Démontrer que la courbe ¢ admet en — 0 une asymptote d'équation y =—2 x.



Exercice 5

On considére une fonction fdéfinie sur[—2,2 | par:

2
X

(f(x)=m sixO[-2,-1]
f(x)I@ sixd[-1,0]

| f@=5 six0[0,2]

N

r o . , . X
On a représenté ci-contre la droite d'équation y = 5 et

la courbe représentative de la fonction f.

.Partie A : Lecture graphique

Dans cette partie aucune justification n’est demandée.
Cochez chaque case: «vrai» si vous pensez que
I’affirmation est exacte ; « faux » si vous pensez que
cette affirmation est inexacte. Aucune case cochée
correspond a une absence de réponse.

Une réponse exacte rapporte un certain nombre de points ;une réponse inexacte enleve la moitié du nombre de
ce nombre de points ; ’absence de réponse ne rapporte aucun point et n’en enléve aucun. Si le total est négatif,
la note est ramenée a 0.

1° La fonction f est

continue en — 1 |[VRAI| |[FAUX]| dérivableen— 1 |VRAI| |FAUX|

2° La fonction f est

continue en 0 |VRAI| [FAUX] dérivableen 0 |VRAI| [FAUX|

3° La fonction f est

continueen 1 |VRAI| |[FAUX] dérivable en 1 |VRAI| |FAUX]|

4° La fonction f est

On ne peut pas dire si la fonction f est
croissante ou décroissante sur [ —2, 2 ]

|VRAI| |[FAUX]|

croissante sur [ —2, 2 ] décroissante sur [ —2, 2 ]

|VRAI| |[FAUX]| |VRAI| |[FAUX]|

5° la représentation graphique de

admet un asymptote admet plusieurs asymptotes n'admet pas d'asymptote

[VRAI| |[FAUX]| [VRAI| |[FAUX]| [VRAI| |FAUX]|

Partie B Calcul de limites

. +1- .
1° Calculer 11m0 = Xl L et hm0 s On rappelle que:
X - X — X .
sin X
Que peut-on en déduire pour la fonction f. tho =1
2° Caleuler Tim Y=oy pim X =L . cosx—1
aener X M rax+3 xhino =0.




+
Soit la suite (U,) définie par : Uy =0 et U,y = 3 U,
pour tout entier naturel n, U, #3) 1° Calculer les valeurs exactes de U, U,, U, puis, a ’aide de la calculatrice, donner une
valeur approchée décimale a 107 prés du terme de rang 50.

1

(On admet qu'on peut ainsi définir une suite c'est a dire que

1
S+1 S+1
_0+1_1 34 3 4.1, .2 323 ~
3-3% 3-5
3 2
2° On pose, pour tout entier naturel n, V, = U 1_ 1 et on admet que V, est définie pour tout entier naturel n. (c'est a dire que
pour tout entier naturel n, U, # 1) a) Montrer que la suite (V,,) est arithmétique et préciser sa raison.
Voo vyl 1 11 1 1 _3-U, _ 1 _3-Uy-2
MU U =1 Un- 1 Uptl U1 Up# 12340y Up—1 2U,=2 Ua-1 2(Us- 1)
3-U, 3-U,
1=t _ —llas ite (V,) est arithmétique de raison—l
2(U,—1) 2 a°HelVn qu 2
b) Démontrer que pour tout entier naturel n, U, = " 2 3
1" méthode
_y,_.__, . n_ 2+n
Va=Vo —5=-1-3 2
I  2+n _ 2 _ 2 n+2-2 __n
Uo—1 2 s U= b=l - b=y - U™
2™ méthode. par récurrence
Initialisation
U0=Oet022=0. La propriété est vraie au rang 0
Hérédité
Considé tier k tels que Uy = —— démont Uy =— L
onsiderons un entier €ls que k—k+2, cmontrons que k+1—k+1+2
k 1 k+k+2
U Ukl k2 k+2  _2k+2 k+2 _k+l
3 Ue 5k “3k+6-k k+2 2k+6 k+3
k+2 k+2
Conclusion.

La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire donc elle est vraie pour tout entier naturel n .
3° Quel est le sens de variation de la suite (U,) ? La suite (U,) a-t-elle une limite ?

Soit la fonction f définie sur IR+ par f(x) = XXT2
L oy IXx+2)—xx1_ 2 : : .
f est dérivable sur R+ ef'(x) = x+2) “xt2y > (. La fonction f est strictement croissante sur IR+

Pour tout entier naturel n,n <n + 1 donc f(n) < f(n + 1) donc U, < U+
La suite (U,) est donc croissante

lim f(x)= lim 2= 1 donc la suite (Uy) converge et 11m Uy=1.

X — +oo X —» +oo X

Exercice 2| Démontrer, par récurrence que, pour tout entier naturel n, 2" >n+ 1.

Initialisation

2°=1et0+1=1donc2’°<0+1 La propriété est vraic au rang 0

Hérédité

Considérons un entier k tel que 25 > k + 2 , démontrons que 2" 2k + 1 + 2.
2*>k+2donc2x2522 (k+2)donc 2" 22k +2 2k +2.

On a donc bien : 25 ' >k +2.

Conclusion.

La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire donc elle est vraie pour tout entier naturel n .



x>-3x+6

On considére la fonction f définie sur IR — {1} par: f(x) = 1 - Soit ( Z”) 1a courbe représentative de f dans

un repérez(O; E{-; 3'). 1° Calculer f'(x)’

ux)=x"-3x+6 etu'(x)=2x—3} o 2x=Nxx-1)-(x*-3x+6)x1
vix)=x—-1etv'(x)=1 done £'(x) = (x—1)° -

2x*-2x-3x+3-x> +3x-6_x-2x-3 _(x+1)(x-3)

(x—1)° -1y (x—1)°
2° Etudier le signe de f'(x) surR— {1}
X — ~1 1 3 + oo
x> —2x+3 + 0 - |- o +
f'(x) + o - ||- o +

3° Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition
2

lim f(x)= lim == lim x =+ oo

X — Foo X - to X X — Foo

2
lim f(x) = lim == lim x =+ oo

X xoe X xe X —o0 ~1 3 +o0
lim x*~3x+6=1-3+6=4 signedef']  + o - o0 +

X —

lim x—1=0"donc lim f(x)=+ o =3 e e
x-»l* x-»l* f

lim x—1=0 donc lim f(x)=-o0 — 00 — 00 3

X—>17 X—>17

4° Dresser le tableau de variations de f

C

x—1

XX—3x+6 c x*-3x+6 ax’—ax+bx—b+c x*-3x+6 ax'+(b—a)x—b+c
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x—1

5° Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout x de R — { 1 },on ait: f(x)=ax +b +

l=a a=1
Pour avoir 1'égalité pour tout réel x différent de 1 il suffit de choisir a, b et ¢ tel que : { -3=b-a - { b=-2

6=—b+c c=4
6° Montrer que ( 7”) admet une asymptote oblique dont on donnera une équation.

) = (x - 2) + —— donc lim f(x) ~ (x~2) = lim f(x) - (x~2)=0

x—1

Donc A la droite d'équation y = x — 2. est asymptote a la courbe ¥ en+ o eten — oo
7° Déterminer la position relative de ( 2”) et de son asymptote oblique.

X — 00 1 + o0
fx) - (x—2) - I +
(7 )estau (7 )estau
dessous de A dessus de A

8° Montrer que la courbe ( ) admet un centre de symétrie.
7 a deux asymptotes., les droites d'équationy =x -2 et x = 1.
Siil y a un centre de symétrie c'est le point d'intersection de ces deux asymptotes.

x=1 x=1
{y=x—2 - {yZ—l I1,-1

On fait un changement de repére . Soit (I, i, ) le nouveau repére
M(x,y) dans (O; i; J) et M(X,Y) dans (I; i; )
. ) ) =1+X
OM = OI + IM donc{x_
y=Y-1
N _ _ 4 _4
MO(7 )équationy=1f(x) « Y-1=f(X+1) « Y-1 X+1_2+X+l—l =Y X

La fonction X <o- % est impaire donc sa repére graphique dans (I; 1; j) admet l'origine du repére I comme

centre de symétrie



On considére la fonctions définie sur IR par : f(x) =\/x’+2 —x et Z; sa représentation graphique. 1° Calculer
la limite de f en + 0 . Que peut-on en déduire pour la courbe 7% ?

p) p) 2 2
f(x) =/x +2—x=(VX +2 —x) (\/x t2+x) xX+2-x" 2

\/X2+2+X x"+2+x X +2+x
xllr%o \/x7+2 + o0 et xllmmx + 00 donc xlingw \/x7+2+x + o0 et hm f(x)=0.

la droite d'équation y = 0 est asymptote a ()
2° Calculer la limite de f en — co . Démontrer que la courbe 7; admet en — o une asymptote d'équation y =— 2 x.

lim x2+2=1im\/)_( + 00 et 11m—x + 00 donc hm X' +2-x=+0,
X o +oo

X - —00

f(X) - (—2x)=yyx"+2-x+2x=4x"+2+x (\'X +2-x) (X T2+x) x> +2-x> 2

P
+

\[X +2-x \/ TH2-x X +2-Xx
On considére une fonction f définie sur [-2,2 ]

X -1 . I Apoirt
fO =57 3 six0[-2,-1] Al, Isinl)

3
par: f(x)=@ sixO[-1,0]

X
f) == six0[0,2]
sin x ’
On a représenté ci-contre la droite d'équation y == et la \/_ 1 X
courbe représentative de la fonction f. - 11-v2
Partie A : Lecture graphique Dans cette partie aucune Y

\;

E
justification n’est demandée. Cochez chaque case : « vrai» si
vous pensez que l’affirmation est exacte ; « faux» si vous A=1-1)
pensez que cette affirmation est inexacte. Aucune case cochée
correspond a une absence de réponse. Une réponse exacte Ta‘flsﬁﬁe
rapporte un certain nombre de points ;une réponse inexacte verticale au
enléve la moitié du nombre de ce nombre de points ; I’absence point

de réponse ne rapporte aucun point et n’en enléve aucun. Si
le total est négatif, la note est ramenée a 0. ‘

1° La fonction f est

Voir la ﬁgure "dynamique" . http://sylbermath.free.fr/sylbermathlycee/geog/ds1,0607.html

La courbe est "coupée " et passe du point A(— 1, — 1) au point B(— 1,1 — \/5)
Si la fonction n'est pas continue en — 1 alors elle n'est pas dérivable en — 1.

continue en — 1 dérivable en — 1

2° La fonction f est
La courbe n'est pas "coupée" en O. lim0+ fx)=0= lim0 f(x). la fonction est donc continue en 0.
X — X - 0

. . . . —f(
Elle admet une tangente verticale en O. la fonction n'est pas dérivable en 0 et hmoﬁzxLOﬁ—2 =+ o0
X - —

continueen 0 | VRAI dérivable en 0 FAUX

3° La fonction f est

la courbe n'est pas "coupée" en C(1, 1/sin 1) et admet une tangente non verticale la fonction est donc dérivable
et continue en 1.

continue en 1 m dérivable en 1 m

4° La fonction f est

On ne peut pas dire si la fonction f est croissante

croissante sur [ -2, 2 ] décroissante sur [-2,2] |FAUX ou décroissante sur [~2,2] |FAUX




5° 1a représentation graphique de f

admet un asymptote |FAUX admet plusieurs asymptotes |FAUX| |n'admet pas d'asymptote m

xX+1-1
Partie B Calcul de limites1° Calculer hm0 "

VX HI-1_ QX HI-DExX+1+D)_ LH+1-1 X
X X+ 1+1 AT A+
lim 3[x2+1—1_ . X 0

et lim — x_ Que peut-on en déduire pour la fonction f.
x - 0.sin \/;(

=1 = =
LT x x0T AJ0+1+1
2
_ . _ . — l:
X =xet 11m\/>_< OdoncxhinOSin X leosinX_XhinoxxsinX_ X770

X
La fonction f admet une limite en O et f est continue en 0.
X+1-1 X2 —

o .
2° Calculer xll_r.n] " et hm T Ax13
lim

lx/x711—1:\/1+11—1:\/§_1
X —

-1 _x-DE+1D_x-
X’ +4x+3 (x+1)(x+3) x+3

Que peut-on en déduire pour la fonction f.

lim —2—X2 1 lim X_1=_1_1=—1
X1 X +4x+3 x.1x+3 —-1+3 ’

fn'admet pas de limite en — 1 et f n'est pas continue en — 1 .




