TS, 2h Devoir surveillé n°2 Jeudi 20 octobre 2005

. . . ., . 5 points
Exercice 1| 1° Restitution organisée de connaissance.

Soit O et 6' deux réel. soit z le complexe de module 1 d'argument 8 et z ' le complexe de module 1 d'argument '
a) Donner les formes trigonométriques de z et z '.

b) Démontrer que 5 a pour module 1 et pour argument 6 — 6.

2°Soitz;=1+1/3 etz =1-1.
a) Ecrire z; et z; sous forme trigonométrique.
b) Soit z; = ZL | Ecrire z3 sous forme algébrique
Z
c¢) Déterminer le module et un argument de z;. En déduire la forme trigonométrique de zs.

d) En déduire les valeurs exactes de cos (71—;[) et sin (71—;)

Soit A le point d'affixe — 1 et B le point d'affixe — 2 i. 4 points

iy
A tout point M distinct de A et d'affixe z différent de — 1 on associe le point M' d'affixe Z définie par : Z = ZZ +211.
1° Calculer l'affixe du point C ' associé au point d'affixe 1 + 1.
2° Déterminer l'affixe z de M sachant que Z = 1.
3° Déterminer I'ensemble ~~ des points M tels que | Z | = 1.
4° Déterminer l'ensemble ' des points M tels que Z [J IR.

fi(x) = %si xZ%1
Soit la fonction f définie sur [0 ; + oo [ par: 1

f(l)= 5
Et ¢ sareprésentation graphique dans un repére (O; i; ). (unité graphique 4 cm)
1° Etude de fen + o : Calculer lim f(x). Que peut-on en déduire pour la courbe ¢ ? —

X - +oo points

2° Etude locale de fen 1.

a) Démontrer que la fonction f est continue en 1.

b) Démontrer que, f est dérivable en 1 et que f'(1) =— %
c¢) Donner une équation de la tangente a ¢ au point d'abscisse 1.

3° Etude locale de fen 0.

a) La fonction f est-elle continue en 0 ?

b) La fonction f est-elle dérivable en 0 ?

¢) Que peut-on dire de la tangente & ~'¢ au point d'abscisse 0 ?

2
4° Etude des variations de f. Démontrer que, pour toutréel x 1 JO; 1[0 ]1;+00 [, f'(x)= 24\1/—)((&%2
X (x—
En déduire les variations de la fonction fsur [ 0 ; + oo [
5° En faisant apparaitre les résultats trouvés dans les question précédentes, tracer la courbe ¢

Soit la fonction définie sur R par : f(x) = cos x + sin” x.

Soit 7 sa représentation graphique dans un repére (O; 1; J)
Unité graphique : 1 cm en abscisse et 4cm en ordonnée.
1° Expliquer pourquoi il suffit d'étudier fsur [ 0, TT]. 4 points

2° Démontrer que pour tout réel x de [ 0, 1] : f'(x) =2 sin x (cos X —%j

3° Etudier les variations de fsur [ 0, TT].
4° Tracer la courbe “¢ sur [ —TT; 2 T ]



1° Restitution organisée de connaissance. Soit 0 et ' deux réel. soit z le complexe de module 1

d'argument O et z ' le complexe de module 1 d'argument 0'
a) Donner les formes trigonométriques de z et z'.
z=cosO+isinBetz'=cosB +isin0O'

b) Démontrer que % a pour module 1 et pour argument 6 — 0'.

z cosB+isin@  (cosB+isinB)(cosB'—isinB")

z' scosB'+isin®' (cos®'+isin®')(cosB'—isinB')

cos 0 cosB'+sinBsinBO'+i(sinBcosB'—cosOsinb")
cos’ 0 +sin” 0"

2°Soitz; =1+1i1/3 etz =1—1i. Ecrire z; et z, sous forme trigonométrique.

cos0==
Tt
|z1|=N1+3=2 et donc0== [2T1]
sin 6 lﬁ 3

cosﬂzlzé
|z|=A[1+1=12 et donc 6 =—
\[2

sin B =— 5

[2]

=

b) Soit z; = Z— Ecrire z; sous forme algébrique

_1+i\/§_(1+i\/§)(1+i)_1+i+i\/§—\/§_1—\/§ . 1+4/3

= = = = +i
-1 1+1 2 2 2

¢) Déterminer le module et un argument de z;. En déduire la forme trigonométrique de z.

_lzl_2 _ _ ~ :Lt([[j 4T 3T 7T
| 3 | 2 | \/E \/5 et arg zz = arg z; — arg 7, 3 1 12+12 B [27]

Z3 =\/§ (cos (712) +1sin GzD =\/§ cos (71—;[) + i\/E sin (71—;)

d) En déduire les valeurs exactes de cos (71;[ ) et sin (7 T[)

12
73 = 2\/_ 1+\/_ \/5 cos (12)+1\/§sm(1;j

Il y a unicité de la forme algébrique donc :

- 7mm _1-+/3 -

Vi cos (12)- 1538 cos (239 - cos (12)- A
4
2+

2 242 12

\/5 m( ) LE donc m(7_n)=1+ 3 donc m(_)
S 2 Y12) T o2 ST



8 points

Soit A le point d'affixe — 1 et B le point d'affixe — 2 i.
A tout point M distinct de A et d'affixe z différent de — 1 on associe le point M' d'affixe Z définie par :
7 =2 +2i
z+1°
1° Calculer 1'affixe du point C ' associé au point d'affixe 1 + i.
1 4+1+21 1+31 (1+31)(2-1) 2-1+61+3 5+51_

T it1 2+i 4+ 1 5 s Lt
2° Déterminer 1'affixe z de M sachant que Z = i.
z:i@Z;fllzicz+2i=iz+iaz(1—i)=i—2iaz=1_—_li<:z=%l+—+1‘1az:%—%
3° Déterminer l'ensemble 2/ des points M tels que | Z | =1.

z+21 .
zZ1.|Z|=1+s 7+ 1 =1l |z+2i|=|z+1]

Géométriquement : z + 2 1 est 'affixe du vecteur BM et z + 1 celui du vecteur AM
|z+2i|=|z+ 1| « BM=AM. L'ensemble cherché est la médiatrice de [ AB ].
Analytiquement : |z+2i1|=|z+ 1] < \/x2+(y+2)2=\/(x+ ) +y o Xy +dy+4=x"+2x+1+y

- y= % —% . L'ensemble cherché est la droite d'équation y = % _% :

2

4° Déterminer I'ensemble ~ des points M telsque Z J R .

Géométriquement : z + 2 1 est l'affixe du vecteur BM etz + 1 celui du vecteur AM
SizZletzZ—2iona:

Z O R siet seulement si BM et AM colinéaires si et seulement si M appartient a (AB).
Siz=2ionabienZ[J R . L'ensemble cherch¢ est la droite (AB) privée de A.

x+tiy+2i (x+tiy+2i)(x—iy+ 1)_)(2—ixy+x+ixy+y2 +iy+2ix+2y+2i
x+iy+1l (x+iy+D)(x—iy+1) x+ 1) +y
Xy X2y L y+2x+2

IR R T Vi S

ZOR - ﬁ‘zi—?:o e y+2x+2=0ctz#—1

l'ensemble cherché est la droite d'équation y =— 2 x — 2 privée du point A.

(remarque A appartient a la droite d'équationy =—2 x — 2)

Analytiquement : Z =




f(x) =£si x#1

x—-1
1
f(1) = )

Soit la fonction f définie sur [0 ; + oo [ par:

Et Z; sareprésentation graphique dans un repére (O; 1; J).
1° Etude de f en + oo : Calculer lin+1m f(x) Que peut-on en déduire pour la courbe %

1 1

1
\/2[1——) 1-— -
f(x)z\/;(_lz V) _ Vx lim \/;‘zﬂzlet lim v/x =0" donc lim f(x)=+oo.
x—1 X(l_lj —\/)_((l_l) X - oo I_l 1-0 X - +oo X — 4o
X X X
La droite d'équation y = 0 est asymptote a la courbe ¢

2° Etude locale de f en 1. a) Démontrer que la fonction f est continue en 1.
f(X):\/;_lz(\/;(Jrl)(\/;il): x| — donc lim f(x)=
x—=1  x-DEHx+1)  &x-D@Ax-1) 1+x X 1 1+

b) Démontrer que, f est dérivable en 1 et calculer f '(1).
1 1

f0-f)_1+\x 2 2-1-+x 1ok (AR 1 _x
x-1 x=l 20+ 0= 200 =D 200 x-1) 20 +\x)7 x-1)

= (1)

._
=
N [ —

_ 1 . fx)—f(1) 1 1 L R |
= ,2(1+—\/)—()2 donc Xl1£n1 x—1  20+17 -3 f est donc dérivable en 1 et £'(1) -3
¢) Donner une équation de la tangente & % au point d'abscisse 1.

_ . _1 1 _ X3
y_f(l)+f (1)(X71) < y—2*8(X* 1) < y_78+8
3° Etude locale de f en 0. a) La fonction f est-elle continue en 0 ?

les fonctions u: X «oo- \/>_< —letv:xo0-x—1 sont continues sur [0 ; + o [ donc en 0 et la fonction v ne s'annule

pas en 0 donc la fonction % est continue en 0. lim f(x) = lim lb =1=1(0)..

X -0 x -0 -1
b) La fonction f est-elle dérivable en 0 ?

x—1
f(x) - f(0) _ x—1 _1:\/;(—1—)(4—1_ Vx—x _Ax(-Ax__1-4)x
x—-0 x—-0 x-Dx xx-1) xx-1) Afxx-1)
lim L-yx _1-0__ let lim \/)_;=0+ donc lim =10 __, La fonction f n'est pas dérivable en 0
x-0x—-1 0-1 X 0 x-0 x-=0

¢) Que peut-on dire de la tangente & 7t au point d'abscisse 0 ?

. . f(x) —1(0) .
Comme f est continue en 0 et que hm0 ~_0 _~®on peut dire que la courbe ¢ admet une tangente
X - —

verticale au point d'abscisse 0.
4° Etude des variations de f.

(j! _1)2

Démontrer que, pour toutréel xJ JO;1[0]1;+0 [, f'(x)=- (XX_ 1)
1
-1)- -1
u(X):\/;—letu'(X):L o 2\/§x(x )~ O )x—l+2\/)_(—2x—x+2\/;<—l (fx - 1)?
2\/; f'(x)= (X—1)2 = 2 5= — (X—l)z‘
v(x)=x—-1letv'(x)=1 2\/7_((X_1) 2\/;4(X—1)

En déduire les variations de la fonction fsur[ 0; + oo |
2
Pour tout réel x de 0;1[ U ]1; +oo [, f'(x) = %XXL_S% <0etf'(l)<0donc fest décroissante sur [ 0; + o [
5° En faisant apparaitre les résultats trouvés dans les question précédentes, représenter graphiquement la
fonction f dans un repére orthonormal (O; T; J) unité graphique 4 cm.



8 points

Soit la fonction définie sur R par : f(x) = cos x + sin” x.

Soit Z; sa représentation graphique dans un repére (O; T; ) (Unité 2cm)

1° Expliquer pourquoi il suffit d'étudier f sur [ 0, 1T].

Ox 0 R, f(x +2 1) = cos(x + 2 T) + sin” (x + 2 T0) = cos x + sin” x = f(x)

f est périodique de période 2 Ttdonc on peut étudier f sur un intervalle de longueur 2 Tt par exemple sur [ — TT, TT]

et en déduire I'étude de fsur IR en utilisant des translations de vecteurs 2 k 1T 1

Ox O R, f(—x) = cos (—x) + sin® (- x) = cos x + (— sin X)* = cos x + sin” x = f(x=

f est paire donc on peut donc étudier f sur l'intervalle [ 0 ; TT] et en déduire 1'étude de f sur [ — TT; TT] en utilisant la

symétrie de ¢ par rapport a l'axe des ordonnées. .

2° Démontrer que pour tout réel xde [ 0, 11] : f '(Xx) =2 sin x (cos X — %)
5 {u(x)=cosx {u'(x)=—cosx

fest de la forme u + v* avec — oy —

v(X) = sin x v '(x) = cos X
f'x)=u'x)+2v(xX) vI(x)=—sinx +2sinx Xsin'x =—sin x + 2 SinXCOSX:2SinX(COSX—%)

3° Etudier les variations de fsur [ 0, 1T]
Sur [ 0 ; 1] la fonction sin est positive.

Sur [ 0 ; 1] la fonction cos est décroissante. COSXS%@ cosxScosg@ ng
f(0)=1+0*=1
T m, .,m_1,3 5 T
— = — 4 —=—t === —
f@ COS3TSM 3747, x |0 3 m
f(1T1) = cos T+ sin® Tt=— 1 sin x' 0 + + 0
1
COs X —5 N 0 B
f'(x) 0 + 0 — 0
4° Tracer la courbe Z% sur [—1T; 3 U] 1 1
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