8 points

0 A

Soit le cube OABCDEFG représenté sur la figure ci-dessus.

L'espace est orienté par le repere orthonormal direct (O ; OA ; OC ; éu[j).

On désigne par o un réel strictement positif. Les points L, M et K sont définis par :

OL=a0C OM=a0OA BK=aBF

1° a) Démontrer que la droite (OK) est orthogonale au plan (DLM).

b) Déterminer une équation cartésienne du plan (DML)

2° On note Hle projeté orthogonal de O (et de K) sur le plan (DML).

a) Démontrer que : OM . OK = OH - OK

b) Les vecteurs OH et OK étant colinéaires, on note A le réel tel que : OH =\ OK
, a

Démontrer que : A = A

En déduire que H appartient au segment [OK].

c¢) Déterminer les coordonnées de H. )

d) Exprimer HK en fonction de OK. En déduire que : HK = %

3° A l'aide des questions précédentes, déterminer le volume du tétracdre DLMK en fonction de a..

8 points

On considere la suite (I,,)yon définie par : I, = J
0
1° a) Déterminer le sens de variations de cette suite.

b) Montrer que (I,)son , €st une suite positive.
2

{2
1 et

1+n+tdt

¢) Montrer que pour toutt [J[0; 1]ona et en déduire que 0 < I, <

1+n+tsl+n n+1°
Que peut-on en conclure quant a la convergence de (In),oN ?
2° On consideére f et g deux fonctions définies sur [0 ; 1] par :
X
2
a) Etudier le sens de variations et le signe de f.

b) En déduire le sens de variations de g sur [0 ; 1].

fx)=e*+x—letgxX)=1—-x+%—¢e".

2

¢) Etablir, pour tout x appartenant a [0 ; 1], I’encadrement: 1 —x<e <1 —x + X?

d) En déduire un encadrement de e® pour tout t appartenant a [0 ; 1].
2 [ < 23

3(n+2)” "7 30(n+1)

f) Donner une valeur de p telle que I, < 1072,

e) Etablir I’encadrement :
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4 points

Soit la fonction f définie sur R par f (x) = fox e “dt.

La fonction f", dérivée seconde de la fonction f sur IR, est définie par :

f'(x)= JX-2tedt. [oui] [non]
f'(x) = JX-2xe™dt. [oui [non]
f'(x)= —2xe™ louil [non|
f'(x) =™ loui | non|

Soit g une fonction définie et dérivable, de dérivée g’ continue sur [—1, 1].

La courbe représentative de g est donnée ci-contre. 2
Les affirmations suivantes sont-elles cohérentes avec le schéma :
fol g'(x)dx=0 loui |non|
1 -
fol g(x) dX>—§ |0u1| |non|
f,ll g(x)dx=0 loui [non|
f,ll g'(x)dx<0 loui [non|

Soit f une fonction continue, croissante et positive sur R

On considere la suite (U,) définie pour tout entier naturel n non nul par U, = fnn” f(t) dt.

La suite (U,) est bornée. oul

=

ol [
El [e] E
=
o
=51 1B |B

0

Pour tout entier naturel n non nul, f(n + 1) < U, < f(n)

La suite (U,) est décroissante.

=

0

La suite (U,) converge

o
E.

non

1° Pour calculer fla x In x dx on effectue une intégration par partie on obtient.

a lna 1
2 a 2

2 2

a- a1 oui non
y A=y

2° foﬂx sin X dx est égal a

0
Tt

o
E.

non



4 points Soit la fonction f définie sur R par f (x) = _I;]X e‘t2 dt.

La fonction f ", dérivée seconde de la fonction f sur IR, est définie par :

f'x)= -2xe™

fix)=e™
f'x)=—2xe*

non

£ E I
[
=. =.

f'(x)=e¢™

f'(x) = JX-2tedt. 1]
f'(x) = [X-2xe*dt. ou I |
[

Soit g une fonction définie et dérivable, de dérivée g’ continue sur [—1, 1].

La courbe représentative de g est donnée ci-contre.
Les affirmations suivantes sont-elles cohérentes avec le schéma :

j;)l g'x)dx=0

non

1
1 -
S e dx>—3

Sl e dx=0

=3 =3
@]
= =

Sle'x)dx<0 o

Soit f une fonction continue, croissante et positive sur R

On considere la suite (U,) définie pour tout entier naturel n non nul par U, = j;l““ f(t) dt.

La suite (U,) est bornée. oui

2] [g]

Pour tout entier naturel n non nul, f(n + 1) < U, < f(n) ui

La suite (U,) est décroissante.

o
E.

La suite (U,) converge

o
E.

1° Pour calculer flo‘ x In x dx on effectue une intégration par partie on obtient.

a lna 1
2 a 2

O(—21 0(—0(—2+l 1]
2 MYTTY

2° fOT[x sin x dx est égal a

0
n 1|

i E
o
=

g
=}

0




Soit leDcube S)ABCDEFG représenté sur la figure ci-dessus. L'espace est orienté par le repére orthonormal direct 5
O; E) Eu)gf fﬂ)) On des1gne par d un réel strictement positif. Les points L, M et K sont définis par : Ol =a OC
OM a OA BK a BF 1° a) Démontrer que la droite (OK) est orthogonale au plan (DLM).

1
L(O,O(,0),M(O(,0,0)6QK—6EE+]§1<—6DA+6DC+O((jﬁjdoncK(l,l,a)etégl{{lj

a

0-0 0
ﬁDI:[GOJdoncf)DE{O( }etf)ulj-f)DK—OXIJrGXIJr(l)XO(—O(a—O
0-1 —1
a-0
ﬁM[O OJdoncﬁM{ }etﬁM-(j)DK—O(XIvLOXIJr(l)XO(—O(a—O
0-1 —1
gjli Sgﬁj{z}donc (OK) 1O (DLM)

b) Déterminer une équation cartésienne du plan (DML)

1
o

J est un vecteur normal du plan (DLM) et d appartient au plan (DLM)
a

Equationde (DLM) : x+y+0z=xp+yp+ 0 zp < |X+y+0( z=0(|
2° On note H le %OJete orthogonal de O (et de K) sur le (%lan (DML) a%(])emontrer que : 6M . OK = OH - OK

OM . OK = (OH + HM) - OK = OH - OK + HM -

(OK) O (DLM)
En effet (HM) 0 (DLM)} donc HM - OK =0

b) Les vecteurs OH et OK étant colinéaires, on note A le réel tel que : E)Eﬁ =A (D)DK Démontrer que : A = azci- 3 En déduire que
H appartient au segment [OK].
OH-OK=AOK.OK=Ax(1+1+a’)=2+0)A
1 a
OK| 1 |etOM| 0| OM.OK=1xa+1x0+ax0=a
a 0
a
On a donc (2 + a*) A =a donc A =—
a”+2 Ped F
Démontrer que A < 1. :
a 1
——<leoa<a’+2 - 0<a’—a+2 :
a’+2 D i E
Signe de a’— o +2. A \‘r\\\
A=1-4<0donc pourtouta: a*—a+ 220 donc pourtout o, A < 1. i i Tl
OH=AOK avec 0 <A < 1donc HO [OK] '\\\ ! K
¢) Déterminer les coordonnées de H. ) | 0
2 SR i
G G L N T ZZ
OH =\ OK donc H (A, A, A xa)donc H( T P2 o 2) | \\;'LC R B
TR
1 . oa » . a’—a+2 I'(”fr" -7
d) Exprimer HK en fonction de OK. En déduire que : HK ==——F—— R T
Nar 2 0 M A
ﬂ < ) ) . a )
ﬁk:ﬁfm@k:bk_@h:(l_ 2ok

—o+2

XOK— \/ 2— caronavuque o’ — 0 +2>0
,—2 q

a’+2

HK =] 1-—>
- o’ +2



3° A l'aide des questions précédentes, déterminer le volume du tétraé¢dre DLMK en fonction de Q.

V= 1 aire (DLM) x KH

3
DLM est isocele en D
a
ﬁh[ 0 JdoncDM a’+1=DL.
-1
a
LM| -a doncDM=a\/§
0
2 2 2 2 o’ o’ +2
Soit I le milieu de [LM] on a DI + IM”~ =DM~ donc DI=~ [a”+ 1 -5 = 5

2+ 2+

Aire(DLM):%DIxLM:%x “22xax\/§=°‘ a2
[o2 + 2 g4 3 o2+

V=laire(DLM)><KH=la a°+2 oa"—a+2 o —-a"+2a

3 N 6




1 2
TR BY 0 A 3 . = ¢
On considére la suite (I,)),on définie par : I, JO T+ntt

dt 1° a) Déterminer le sens de variations de cette suite.

1 e et
> . <
I Tntt22+nsg domeLxUL0:T] o= m—ms9

Pour toutréel xde [0 ; 1], eft2 >0et

1 —t2 1 ~t2
e e : .
——dt<s | ——— <
donc L Trnd dt < L [ tntt dt donc I, <1, donc la suite (I,) est décroissante.

b) Montrer que (I,),on » est une suite positive.

7t2 1 7t2
(S
Pour toutréel xde [0,1],———=20donc | ———dt 20donc U, 20
AR S ey o L +n+t "
2 ,
¢) Montrer que pour tout t (1[0 ; 1] on a —& _<——ecten déduire que0<I, <

1+n+t-1+n n+1°

Que peut-on en conclure quant a la convergence de (In),gn ?

1 2 1
pourtoutréelxde[O,1],1+L+tﬁnild0nCJ —1+en+tdt SJ —nildt
0 0

1 2
doncj c dt < 1 0
0

l+n+t “n+l1 n+1
. 1 . s . .
11r£1 Tl 0 donc d'apres le théoréme des gendarme la suite (I,,) converge et 11n+1 I,=0.
2
2° On considére f et g deux fonctions définies sur [0; 1] par: f(x)=e¢ " +x—1letg(x)=1—x+ XE —e.

a) Etudier le sens de variations et le signe de f.
f'x)=—-e™+1

—e +120 12¢" = 02-x = x20.
Pour tout réel x de [ 0, 1 ], f'(x) = 0. la fonction f est donc croissante sur [ 0, 1 ].

Pour toutréel x de [ 0, 1 ], f(x) = f(0) donc f(x) =0

b) En déduire le sens de variations de g sur [0 ; 1].

g'(x)=—1+x+e*=1(x)donc g est croissante sur [ 0, 1 ]. )

X

2

g est décroissante sur [ 0, 1 ] donc pour toutréel xde [ 0, 1 ], g(x) = g(0) c'est a dire g(x) = 0.
Pour tout réel x de [0, 1],

f(x)=0donc e +x —21 >0donce ™ =21-x

¢) Etablir, pour tout x appartenant a [0 ; 1], ’encadrement : 1 —x<e <1 —x+

2
X

g(x)ZOdonc1—x+%—e_"20donce_"sl—x+?

2
. = X
Onadoncbien: 1—x<e™*<l X+
- 2 s
d) En déduire un encadrement de e pour tout t appartenant a [0 ; 1].

On pose x = £
4

2
Pourtoutréeltde[O,1],t2D[0,l]etdoncl—tzseftSl—t2+t§
e¢) Etablir ’encadrement : 2 <L < 23
3m+2)" " 30m+1)
Pour tout réel t de [ 0 1]1—t2<e_t2<1—t2+ﬁet L .1 1
o - - 2 n+2 " n+l+t " n+l
4
2t
2 -t +=
d 1—t2< e’ <1 '
o +2 T +n+t- n+1
1 , tt
1 2 1 eft2 1t +E
. , .,  y . . _ < _ < - -
Onmtegrelesmegalltessur[O,l]etonobtlent.fon+2dt-L1+n+tdt_ L, T dt



J0 o
1 ) t4

— + —

- 2dt:[1 (t_ﬁ+iﬂ1: 1 (1_1+L): 1 30-10+3__ 23
J, n+1 nr 173710/ Tl 73710 a1 30 30(n+ 1)

1 £
2 e 23
3(n+2)sj0 Tt 8530m

f) Donner une valeur de p telle que I, < 1072

) 23 1 227
I,<10 =>30(n+1)5100«=»230s3n+3c>3n >227 = nse 3 = n=76 (nIN)

On a donc bien :




