Devoir maison n°® 2 A rendre pour le 27/10/04

Intéressons-nous a I’ un des plus célébres problemes de I’ antiquité grecque (VII° s. avant J.C.) : «La
duplication du cube ». La |égende rapporte que les habitants de Délos auraient recu d' un oracle I’ ordre de
construire et de dédier a Apollon un autel cubique d’ un volume double de celui qui existait d§ja. Tout le

probleme était de construire un segment de longueur .
Les mathématiciens ont toujours recherché une construction a laregle et au compas d' un segment de longueur

In cenest qu’ au X1V® siécle que Wantzel montre que la construction d’ un tel segment est impossible.

Platon a congu un instrument qui permet une construction approximative de la solution (I’ existence théorique
de la solution posant un probléme crucial).

Dioclés (11°siécle avant J.C.) amis en place une courbe (la cissoide) permettant de représenter |a racine cubique
det pour unt donné ...L’ éude de celle-ci est dével oppé dars |'exercice ci-dessous.

Bien entendu il est impossible de construire la cissoide a laregle et au compas. (C'est Wantzel qui le dit)

|LA CISSOIDEDE DIOCLES)|

Un lieu géométrique :

A est le point de coordonnés (1 ; 0) dans un repére orthonormal (O; T, T). C est le cercle de diamétre [OA] et D
latangenteaC au point A. D est une droite mobile passant par O, ellerecoupe le cercleC enN et la
tangente D en Q. Soit enfin le point M tel que OM = K@ . D apour coefficient directeur t (t appartient a IR), la
cissoide est le lieu des points M quand t décrit IR.

Construire alarégle et au compas assez de points pour faire apparaitre nettement I’ allure de |a cissoide.
Recherche d’une éguation cartésienne :

Donner une équation de D , de D et les coordonnées de Q en fonction de t. Donner une éguation de C .

) . : 1 t 3
Démontrer que les coordonnées de N en fonction de t sont % , m%

En déduire que cellesde M sont 2t LQ
E1+2'1+0g
Démontrer que les coordonnées (x ; y) de M vérifient lardation x (X +y?) =y =0 (E).
On en déduit que la cissoide est contenue dans I’ ensemble des points du plan défini par |’ éguation :
K (R +yP) =y =0
Réciproquement, M( X ; y) est un point tel que : x (3 +y? ) —y* =0.
Si x =0, montrer que M appartient a la cissoide, quelle est alors lavaleur det?

On suppose x non nul, on poset = % , calculer x et y en fonction de t. Conclure.

Dé X +y? yonae Xsé'ae\/xsi'jo af0:1
emontrer quex (X +y° ) —y = gey— T gy— 1—xg pour x appartenant a0 ;1] .
Etude d’unefonction:

f est lafonction définie sur [0 ;1] par f(x) = % , G est sa courbe représentative dans un repére

orthonormal. _ o
a) Etudier lalimite def en 1. QU en conclure pour G? Etudier la dérivabilité def en 0.

b) Etudier les variations de f , dresser son tableau de variation.
c) Déterminer une éguation de latangente T a Gau point d’ abscisse% .
d) Tracer Get T. Expliquer comment en déduire la cissoide.

Retour au probléme de la duplication du cube:

Reprendre les coordonnées de Q et M en fonction de t trouvées dans la partie b. P est le point d’ intersection de
ladroite (AM) avec |’ axe des ordonnées. Démontrer que les coordonnées de P sont (0 ; ).
Pourt >0, AQ=tet OP=t>. Pour un segment de longueur t donné, comment construire & | aide de |a cissoide

3
un segment de longueur \[t?Lefaire al’aidede Gpourt=2.



CORRECTION.
D droite passant par O de coefficient directeur t.
EquationdeC :"y=t" X

Soit | le point de coordonné&sg 102 C estlecercledecentrel de rayon %

Equation de C : ?(— —+y2 goz
EquationdeD:"x=1"

|y txoz 2 C ]-yztx ~ Ty=tx
N(xy)ID(;CUIael =23 UI'X2 1 _1 U _
X —x+=+E¥ == " 1 (1+B)¥-x=0
82 VT, XXXy 1D
gly=tx o jy=ix oujulyztx1
IX(x(1+t)-1)=0 ix=0 ‘ szm
[y=tx d 'tOthy:txl donne les coordonnées de N Lo
1% =g ecorrespondau poin 'IfXZ1+t2 onne les coordonnées de 81— 1+ 5
1 & é+t2_1"
OnaQ(: b d ﬁ@g@_l”ﬁd oG 1*r géﬁ—ﬁéd et o
naQ(1:t) donc ot +onc {4t = onc Sﬁ—tz'1+t25
1+t2ﬂt2 142 @
Les coordonnées de M vérifient x = 1+ ey= T+ 0 donc

£ 2 FLoel FU et §_ P &t F el & LU &t &
KO ry) -y 1+t2 §1+t2 P Poh G+ 147 S+fs G+fs |4 &+fa
? et & 1+ @t ;_tz,aet2 (')'2 et 62 t0 et 02_0
142 &+ e ( )‘SIH%‘ S+ty Q+8y (1+0)?2 &+ Py
Réciproque.
Soit M(x , y) tel que x (¢ + y?) —y* = 0.
Six=0 dors—y =0aorsy =0. M est le point O qui correspond au cas "limite" ou D = (Oy)
Sxt Oalorsonposetz% Onaadorsy =txet x (¢ + (tx)?) —(tx)>=0doncx’ (1+t?) -2 x*=0
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1+t

Le point M a ses coordonnées qui vérifient : x =

doncx (1 +£)—t?=0(x * 0)doncx =
2 2

gy=t’
142y 1+t

correspond au cas ou D est ladroite passant par O de coefficient directeur t = %

5. M est donc le point de la cissoide qui

X101 x(0C+y) =00 ¥ +xy¥—12=00 ¥—y2(1-x)=00 1—X_3)(—;/2=o x1 1)

x1 [0:1]donc 3 0.onadonc:

1-x
R S _ & [ @0 | X% 0O
X1 [0.1[.x(x2+y2)_y2_ou 1 i y2 oU %/ = Xﬂ Ly
.a) Jim X = letlim 1-x= 0" donc Jim ——+¥ donc lim —: lim X =+¥,
11— 1-— X ® +¥

G admet Ia droite d' equatlon x=1" comme asymptote

_n fX)-fO) _ x
Q=0 ~o= = 1 il L\ \/1+X = (x > 0 donc \/x2 = x)

109=1O) _ ¢ t et dérivableen 0 et f '(0) =0
x® 0" Xx-0




b) Soit U lafonction définiesur] 0: 1 [ par : U(X) :%.

la)Ueﬁdcirévalzlles)J(s] x3 %etl?essxguleggiwxg]o )22[ dor}cf \Festderlvablesur]o 1[.
* 1) T

.ot 1A, Lo U 3x=2x, 1 xX(3-2x). 1. 1-x
1 f(X) = = - 1. /1
T e T @ 2\/:: o
1-—Xx

"x1 []0:1[,(1f2—x)2’% \/%>Odoncf(x)estdusgnede3 2 X.

3-2x300 XEE cequi est vrai pour tout réel x de] 0: 1[ .f estdonc croissantesur ] 0: 1] .

c)f = % %—letf g; 2 4 1 2=2 EquationdeT : y—1+2§—;9cesta-dlrey 2X—;
d) OntraceGeton traceG' Iacourbesymetrlquederar rapport a (Ox). Lacissoide est laréunion de Get G'.
. o 12 £
o gamE Gy
2 .
&-10 gli-tz 19 £ t? 0
) ~ ~ Y (%@ e 9
Px:y)T (AM) 0 Aﬁg /XMg @ collnealresU =0 T e Y G e 1-=0
1+t
R0:y)T (AM) G (Oy) U (0-1)° "’etzg—l—-ou L
Y+, 1+ 1+t
0 ve _ £, 1+8 - g
y_ 1+t2 _1 y_ . V]
S AQ=tadorsOP=1t3 B R
. . 3 P y
Réciproguement ss OP =t alors AQ = \/:[ M

On placelepoint P (t ; 0).
Ladroite (AP) coupe la cissoide en M.
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Ladroite (OM) coupeaorsDen Q et AQ = \[t
Attention le repére choisi doit étre orthonormal.




Pour en savoir plus sur la cissoide de Diocles... voir notre ami Google
Et plus directement http://www.mathcurve.com/courbes2d/cissoi ddroite/cissoiddroite.shtml
Pour lavoir se construire http://perso.wanadoo.fr/jpa/courbes/cissoide.htm




