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Devoir surveillé n°1
Mercredi 29 septembre 1999

 eq \x(Ex I) Soit la fonction définie sur ] ( CARSPECIAUX 165 \f "Symbol"\h ; ( 2 ] CARSPECIAUX 200 \f "Symbol"\h [ 2 ; + CARSPECIAUX 165 \f "Symbol"\h [  par : f(x) = ( 3 x + 1 +  eq \r(4 x2 – 4) et Cf sa courbe représentative.

1° Déterminer les limites de f en ( ( et + (.

2° a) Montrer que la droite D d’équation y = ( x + 1 est asymptote à Cf  à + CARSPECIAUX 165 \f "Symbol"\h.

3° Montrer que la droite D d’équation y = ( 5 x + 1 est asymptote à Cf  à ( CARSPECIAUX 165 \f "Symbol"\h
 eq \x(Ex II) Calculer les limites suivantes au point x0 

1°     eq \s\do1(\f(2 x2 + x ( 3;2 x2 ( 5 x + 3))
2°        eq \s\do1(\f(sin x ( 1;sin 2 x))
3°       eq \s\do1(\f( (  eq \r(2 x ( 2);x2 ( 4 x + 3))
  
4°     eq \r(x2 + x + 1) ( x

x0 = 1.
x0 = EQ \s\do2(\f((;2))
x0 = 3
x0 = + CARSPECIAUX 165 \f "Symbol"\h

 eq \x(Ex III) Soit f la fonction définie sur EQ \o\al(I;\d\fo2()R) ( { 1 }  par : f(x) =  eq \s\do1(\f(x2 + ( x + (;1 – x))  où ( et ( sont deux réels.

On appelle C   la courbe représentative de f dans un repère orthonormal d'unité 1 cm.

1° Déterminer les réels ( et ( tels que la courbe passe par les points A (2 ; 5) et B(4 ; 1) .

Dans la suite du problème, on prend ( = ( 5 et ( = 1.

2° a) Déterminer les trois réels a, b et c pour tout x distinct de 1, on ait : f(x) = a x + b +  eq \s\do1(\f(c;1 – x)).

b) En déduire l'existence d'une droite ( asymptote à la courbe C   . Etudier la position relative de C  et ( .

3° Etudier les variations de f et les limites aux bornes de son ensemble de définition.

4° a) Montrer que le point I( 1 ; 3 ) est centre de symétrie de la courbe.

b) Tracer l'asymptote ( puis la courbe C  

5° Soit D m la droite passant par I de coefficient directeur m. Déterminer graphiquement suivant les valeurs de m, le nombre de solutions de l'équation " f(x) = m (x ( 1) + 3 ".

6° On se propose de retrouver par le calcul le résultat trouvé au 5°.

a) Montrer que les abscisses des points d'intersection de C   et de la droite Dm sont les solutions de l'équation 

(E) : (( m ( 1) x2 + x (2 m + 2) + 2 ( m = 0 .

b) Trouver, suivant les valeurs de m , le nombre de solutions de l'équation (E) .

 eq \x(Ex IV) On considère le polynôme : P(z) = z3 – (2  eq \r(2) + 3) z2 + 3 (1 + 2  eq \r(2)) z – 9 .

1° Calculer P(3). 

2° Déterminer les réels a et b tels que, pour tout z de EQ \o(I;C), on ait : P(z) = (z – 3) (z2 + a z + b) .

3° Résoudre dans EQ \o(I;C) l'équation P(z) = 0 .

 eq \x(Ex V)  On note f l’application de EQ \o(I;C) ( { ( i } dans EQ \o(I;C) qui à tout complexe z associe le complexe Z définie par : 

Z =  eq \s\do1(\f(2 z ( 1; z + i)).

1° Calculer l' image par f du complexe 1 + i.

2° Calculer l'antécédent du complexe 1 + i.

3° Déterminer et représenter les ensembles de points M d’affixe z tel que :   

a)  Z soit réel

b)  Z soit imaginaire pur

Soit la fonction f définie sur EQ \o\al(I;\d\fo2()R) ( { 1 }par : f(x) =  eq \s\do1(\f( x3 ( 4 x2 + 8 x – 4; (x ( 1)2))  et C   sa courbe représentative dans le plan muni d'un repère orthogonal (unités graphiques : 2 cm sur (Ox) 1 cm sur (Oy) .

1° Etudier la fonction f (limites, variations).   ( f'(x) =  eq \s\do1(\f(x3 ( 3 x2; (x ( 1)3))   )

2° a) Déterminer les réels a , b , c et d tels que, pour tout réel x CARSPECIAUX 185 \f "Symbol"\h 1 , f(x) = a x + b +  eq \s\do1(\f(c x + d; (x – 1)2)),

b) En déduire que la droite D  d'équation " y = x – 2 "  est asymptote à la courbe C  .

c) Préciser la position de la courbe C   par rapport à D  et les coordonnées du point I commun à la courbe C   et à la droite D .

3° Tracer C   et D .

4° a) Déterminer l’abscisse du point J de la courbe C   où la tangente est parallèle à D  , puis l’équation de cette tangente. Tracer cette tangente T.

b) En déduire graphiquement, suivant les valeurs de p, le nombre de solutions de l'équation " f(x) = x + p ".

5° On se propose de retrouver par le calcul le résultat trouvé au 4°.

a) Montrer que les abscisses des points d'intersection de C   et de la droite d'équation "y = x + p" sont les solutions de l'équation (E) : (p + 2) x2 + x ( ( 2 p – 7) + p + 4 = 0 .

b) Trouver, suivant les valeurs de p , le nombre de solutions de l'équation (E) .

c) Pour quelles valeurs de p courbe C   et la droite d'équation " y = x + p " ont-elles deux points communs M et N ?

d) Dans ce cas, calculer, en fonction de p , l'abscisse du milieu P de [MN] .

e) Montrer que lorsque p varie, le point P appartient à la courbe C  '  d'équation " y =  eq \s\do1(\f(x2 + 7 – 4 x;x ( 2)) "
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