TS:2h Devoir surveillé n°3 Jeudi 25 novembre 2004

Question de cours.

Prérequis : la fonction exponentielle, notée exp, a les trois propriétés suivantes :
exp est une fonction dérivable sur IR;
sa fonction dérivée, notée exp' est telle que, pour tout nombre réel x, exp'(X) = exp(X) ;
exp(0) = 1.

En n'utilisant que ces trois propriétés de la fonction exp,

a) Démontrer que pour tout nombre réel x, exp(x) x exp(— x) =1

b) En déduire que lafonction exp est strictement positive sur IR puisguelafondion expes cassantear IR

¢ Démontrer e lim le
x® 0 X

On se propose de déterminer le signe du minimum de lafonction f définiesur] 0; + ¥[ par :

f(x):%

A On considere lafonction h définiesur] 0; + ¥ [ par :
h(x) =x &-2¢€&+ 2.
1° Déterminer lalimite de h en + ¥.
2° Dresser |e tableau de variations de h.
3° a) Montrer qu'il existe un unique réel a appartenant al'intervalle[ 1; 2] tel que h(a) = 0.
b) En déduirelesignedehsur] 0; + ¥ |

. 2
c) Démontrer que € = ——
) q > _a

B Etude de f.

1° a) Calculer lalimitedef en x = 0.

& . o |
b) On rappelle que xlgﬂé;— +¥.En dedU|requexIO|Drp¥7—+¥ etdoncquexl@grp¥

=+¥,

ol B

Cadlculer dlorslalimitedefen + ¥

2° Démontrer que, pour tout x > 0, f'(x) = x€ —faex * 2.

En déduire le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
_ -1

a@-2

En déduirelesignede f (a).

3° Démontrer que f(a) =



Soit M, M" et M" les points du plan complexe d'affixes respectives. z, z + i et i z.

1° Pour quel nombre complexe z a-t-on M' = O, origine du repére ?
Pour quel nombreat-on: M'=M " ?

2° @) On suppose z distinct de 0, de—1i et %

Prouver que les points O, M' et M" sont alignés s et seulement s ZI—ZI est un nombre rédl.
b) Onposex=Re(2) ety =Im(z),avecz ! 0.

&+ 10 .
Calculer Im¢——en fonctionde x et y.

glz @ y

3° Déterminer et représenter I'ensemble C des points M tels que O, M' et M" sont deux a deux distincts et

alignés.

Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct (O, T, V)

On considére le point A d' affixe 1 et , pour tout q appartenant &[ 0; 2 p [, le point M d affixez = €.
On désigne par P le point d' affixe 1 + z et par Q le point d' affixe Z.

1° Déterminer |’ ensemble des points M pour q appartenant a[0, 2 p [.

2° A partir du point M ,donner une construction géométrique du point P et une construction géomeétrique du

point Q. Les points O ,A , M, Q et P seront placés sur une méme figure.

3° Déterminer |’ ensemble des points P pour q appartenant a [0, 2 p [.

Tracer cet ensemble sur la figure précédente.

4° Soit Sle point d affixe 1 + z + Z, ol z désigne toujours |’ affixe du point M.. Construire S.

5° Dansle casou S est différent de O, Tracer la droite (OS).

Quelle conjecture apparait , relativement au point M ?

2
Démontrer que le nombre“% est un rédl , quel que soit g appartenanta[ 0,2 p [.

Conclure sur la conjecture précédente.

Devoir maison n° 69 p 92 arendre le Jeudi 2 décembre.



a) Soit h lafonction définie sur IR par: [h(x) = exp (X) ~ exp (—X)

h'(x) =exp'(x) ~ exp (X) +exp (X) * (—exp (X)) =0.
h'=0aur lI'intervalle IR donc h est constante sur IR.

b)" xT IR, exp(x) " exp(—x) =11 0donc pour tout réel x , |exp (x) * O.

exp ne sannule pas sur I'intervalle IR et exp est dérivable sur I'intervalle IR donc exp ne change pas de signe

aur I'intervalle IR. exp (0) > 0 donc pour tout réel x, |exp (x) >0

exp ' =exp et exp > 0 sur I'intervalle IR donc | exp est croissante sur IR.

c) lim &p () — eXp(o)—exp 'O)=1donc| lim &px) —1
X® 0 x—0 X® 0 X

=1

A 1°h(x) = & (X =2) + 2.

lim x —2=+¥¢et lim & =+¥ donc lim (x—-2) & =+ ¥ et|lim h(x) =+¥.
¥ X® +¥ X® +¥ X® +¥

X® +

1 a
2° h'(x) =€ +x& —2¢& =& (x-1). () - 0 +
0 + ¥
X \ /9/7
2—-e<0
h (X) - 0 +

3° @) h est continue sur IR donc d'aprés les variations de h I'équation h(x) = 0 admet une solution dans[1 ; + ¥[
h(1)<0<h(2 doncal [1:2]

b) D'aprés lesvariationsdehon a : O<x<ab h(x) eex>a b h(x)>0.
c)h(@a)=0donca €8 -2¢e*+2=0donce® (a-2)=—-2 donce® = =2 __2
a-2 2-a
B1°a) lim €1 —1et lim =+ ¥ donc I|m f(X) = + ¥
x® 0 X X® 0X
& _aF@ & _ > _ - e _
b)~7 = ¢ doncxgrp¥7—+¥ .OnposeX =2xonaX?=4x et Jim 5= lim 45=+¥
- , €
XIG!J+¥?—+¥etI| ? Odoncxl(!br&f(x)—xlém —+—— ¥
- D D S ) ed |0 a +¥
2 f(X)— A f'(x) - 0 +
+¥ +¥
X(x€-2€+2) |xe&-2€&+2 f \ /V
X4 X3 f(a)
2
ef—-1 2-a 2 -2 . 2
© = = = = . —<0.
3°f(@) 3 a2-2) a@-2 Onsatquel £ a £ 2donc 2 @ 2 0




1°M'=0s etseulementsi z+i =09 et seulement s |z= —i

i i(=i-1) _
i—-1  1+1

M=M"U z+i=izU i=ziz-zU0 z(i—-1)=is et seulement i z =- I

N -
N -

2°a) O, M'et M" dlignés s et seulement si OM' et OM™ colinéaires cest-a-dire si et seulement si existe un réel
k tel que OM' =k OM".

+ &4 %o a -, . . + ~
z=kz'U %—k. On adonc OM' et OM" colinéaires s etseulements%l IR.

ZHi_x+iy+i_xtiy+i_(x+iy+i)=ix—y) _—ix’—xy+xy—iy’+x-iy
iz i(x+iy) ix-y X2+ y? X2+ VP

b)

@Hio_—xX -y’ -y
izg XC+y

Im

3°0, M et M' sont deux adeux distincts et alignés si et seulementsiz® —i,z1? %—%I z1 OetlmaEIJ;lg

hn?iE—OLJ—x—f y=00 X@+y2+y = OU>@+g+1§_1—OU>@ g, 10 1

1
On trouve |'éguation du cercle de centre | g[— —de rayon >

1° M est sur le cercle trigonométrique.

2° On trace P tel que MOAP soit un parallélogramme. J
Q est le symétrique de A par rapport aladroite (OM).

3° P est sur le cercle de centre A derayon 1. g

4° 1+ 7+ 7 est I'affixe du vecteur OB + OQ = OS.

5° M semble étre sur ladroite (OS)

z=¢d # i 1+z-$+1+e‘q—e'q+ €9+1=2cosq+11 R

O, M et Ssont bien alignés.



