TS, 2h30 Devoir surveillé n° 4 Jeudi 15 décembre 2005

Exercice 1 5 points

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormal (O,1,V) , on considére les points A, B et C d'affixes
respectivesa=2,b=1—-ietc=1+1.

1° a)Placer les points A, B et C sur une figure.

c—a
b) Calculer b_a

2° a) On appelle r la rotation de centre A telle que r( B) = C.

Déterminer 1'angle de r et calculer 'affixe d du point D =1( C).

b) Soit " le cercle de diametre [BC].

Déterminer et construire 1'image I"' du cercle [ par la rotation r .

3° Soit M un point de [ d'affixe z, distinct de C et M' d'affixe z' son image parr .

. En déduire que le triangle ABC est rectangle isoc¢le.

a.)Montrer qu'il existe un réel 6 appartenant a [0 ; g [O] g; +o [telquez=1+ e .

b) Exprimer z' en fonction de 6 .

€ est un réel. En déduire que les points C, M et M' sont alignés.

c) Montrer que z
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d) Placer sur la figure le point M d'affixe 1+ e et construire son image M' parr .

Exercice 2 5 points
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O,u,V) (unité graphique : 6 cm). On considére la

: . fpe s Tt .
suite a, de nombres réels définie par ap = B et pour tout entier naturel n :

ST
Anr1 = an +—/—

6
Pour tout entier naturel n, on appelle M,, le point du cercle ~ de centre O de rayon 1 tel que 1'angle (U , 61\5/[;) ait
pour mesure a,.
1° Placer les douze points My, M, My, ..., M.

2° On appelle z, I'affixe de M,,. Montrer que pour tout entier naturel n, on a I'égalité : z,=e'
3° a) Montrer pour tout entier naturel n, les propriétés suivantes :

= les points M, et M6 sont diamétralement opposés;

= les points M, et My, sont confondus.

2ir

b) Montrer que pour tout entier naturel n, on a I'égalité : zy,u=¢ 3 z,
¢) En déduire que la distance M,M,,+4 vaut \/§ puis que le triangle M;M;+4M;:5 est équilatéral.



Probléme 10 points
Partie A

On considére la fonction f définie sur IR par f(x) = % (x+(1-x)e’¥)

On note ~ la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O; 1; j) (unité graphique 2cm)
1° a) Déterminer les limites de fen — oo eten + oo .
X

b) Montrer que la droite A d'équation y = Eest asymptote a .

Etudier la position de ~~ par rapport a A.
2° Montrer que f est dérivable sur R et calculer {' (x).
3° Soit u la fonction définie sur R paru(x) =1+ (1 -2 x) e’ ™.
a) Etudier le sens de variation de u.
b) Montrer que I'équation u(x) = Oposséde une solution unique o dans l'intervalle [ 0, 1 ].
Déterminer une valeur décimale approchée par excés de o a 1072 prés.
c¢) Déterminer le signe de u(x) suivant les valeurs de x.
4° Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.
Partie B

Dans le plan muni d'un repére orthonormal (O; 1; ), on considére la courbe I' d'équation y = ¢* et la droite ~

d'équation y = x. Les courbes [ et 7~ sont tracées sur la feuille annexe.
1° Soit t un réel ; on désigne par M, le point de [ d'abscisse t.

La tangente a [ au point M; coupe I'axe des ordonnées au point N;.
Déterminer les coordonnées du point N;.

2° On désigne par P le point de ©~ d'abscisse t et par G; l'isobarycentre des points O, M, P; et N.. Le point G; est

donc le barycentre des points pondérés (O ; 1), (M¢; 1), (Py; 1) et (N¢; 1).

a) Placer les points M_,, P_,, et N_,, puis construire, en justifiant, le point G_,, sur la feuille annexe.
b) Déterminer en fonction de t les coordonnées du point G;.

3° Quel est I'ensemble des points G;, quand t décrit R ?
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Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormal (O,?i,%') , i ,
on considére les points A, B et C d'affixes respectivesa=2,b=1-ietc=1+i. v
1° a)Placer les points A, B et C sur une figure.

c—a
b) Calculer b_a

c—a_1+i-2 —1+i 1-i_(A-i)(-i)
b-a 1-i—-2 —-1-1 1+i 1+1 L

. En déduire que le triangle ABC est rectangle isocéle.

Cleisiel
=5  ~-i N

_AC_ _ e
“AB " 1 donc AB = AC

b—a
ABC rectangle isocéle en A
2° a) On appelle r la rotation de centre A telle que r( B) =C.
Déterminer 1'angle de r et calculer 1'affixe d du point D =r( C).

< - B
Soit a I'angle de cette rotation 0 = (ADB , AC) = —g

arg (C — a) = (AN, AC) = —gdonc AC O AB ¢ A

ZD —ZA = efi 2 (ZC —ZA ) donc

d=7zp =a—i(c—a)=2—-i(1+i-2)=2+i+1=3+i

b) Soit I le cercle de diameétre [BC]. Déterminer et construire I'image I" ' du cercle I' par la rotation r .
r(B) = C et r(C) = D donc l'image du cercle de diamétre [BC] est le cercle de diamétre [CD].
3° Soit M un point de I' d'affixe z, distinct de C et M' d'affixe z' son image par r .

a.)Montrer qu'il existe un réel © appartenant a [0 ; %I (O] 12—-[ 52T [telquez=1+ e .

b+c:1—i+1+i:

Soit Q le centre du cercle de diametre [BC] son affixe est égale a : w= > > 1

L b—c 1—i—1—i
Rayon du cercle de diameétre [BC] : r = | 5 || 5 | 1.
M est sur le cercle de diamétre [BC] donc il existe Odans [0 ;2 TT[ tel que z=w+r e® =1+

i Tt
Comme M # C et que ¢ = 1 +¢™ on a en plus Giz
b) Exprimer z' en fonction de 6 . 4 4
z'—a=¢ ™ (z—a)doncz'=2—i(1+e%-2)=2+i—ie®=2+cos0+i(l-sinb)
¢) Montrer que z '__ € est un réel. En déduire que les points C, M et M' sont alignés.
z'—c_ 1_—ieie:(l —iei?) (e_i9+i):e_iefi—i+eie: 2cos 6 O R
7Z—C e19_i ‘e1e_i’2 ‘ele_i|2 ‘ele_i|2
L c L C R . = - P

donc ZZ e [J IR donc arg (szj =k 1tdonc (dﬁ/[' , &T\/I) =k Ttdonc les vecteur CM' et CM sont colinéaires

donc les points C, M et M' sont alignés.
d) Placer sur la figure le point M d'affixe 1+ e et construire son image M' parr.
M est sur le cercle de diamétre [BC] donc M' est sur le cercle de diamétre [CD]

on a vu que C, M et M' sont alignés. M' est donc a l'intersection du cercle I ' et de la droite (CM) privée de C.
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Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (0,%,%) (unité graphique : 6 cm). On considére la suite a, de

nombres réels définie par a, = 12—-[ et pour tout entier natureln: a,,, =a, + 5?“
ooo -
du cercle Z de centre O de rayon 1 tel que I'angle (%i , OM,) ait pour mesure a,.

1° Placer les douze points My, M;, My, ..., My;.

Pour tout entier naturel n, on appelle M, le point

Mi,[= My

s (z4S5nm
2° On appelle z, I'affixe de M,,. Montrer que pour tout entier naturel n, on a I'égalité : z,=¢e' (2 6 )
7, est le complexe de module 1 d'argument a, donc z, = ¢'

. . . i . Sm . T 5T
Comme la suite (a,) est une suite arithmétique de raison g onapour tout entier naturel n, a, = 5 + 3 Xn
. c(Z45nm
On a donc bien z, = ¢' (2 6 )
3° a) Montrer pour tout entier naturel n, les propriétés suivantes :
= les points M,, et M. sont diamétralement opposés;
= les points M,, et M,,.|, sont confondus.

5T
Ang=an+ 6 X?=an+5TL
On a donc zy:6 = €6 = ¢'n x ¢™= — ¢ = — 7, donc O est bien le milieu de [My Mn¢]

5 Tt . . 2 .
a2 =an+ 12 x=—=a,+ 10 TL zpsp = e 2=e"n x "M =¢""n =z, donc My:12 =M,

6
. . —2in
b) Montrer que pour tout entier naturel n, on a I'égalité : z,,,=e 3 1z,
ST 2T i i —2in —2inm
apg=ag t4x=—=a,—— [2T]donc zpy=e"nt4=¢"nxe 3 =e” 3 2z,

6 3
¢) En déduire que la distance M,M,,+4 vaut \/§ puis que le triangle MM, +4M:5 est équilatéral.

RRIE T RIE S S B Gt

:|Zn|x|e 3 -1 ) >

On a donc bien MM, 44 = \/§ . De méme M,+4M;15 = \/5 et MpaM pi10 = \/§ = Mn+M,
Le triangle MM, +4M;s est équilatéral.

2

| Zn+a — 2o | = ZnX€ 3 -z,




Partie A On considére la fonction f définie sur IR par f(x) = % (x+ (1 -x) e’*) On note 7 la courbe représentative de f dans un

repére orthonormal (O; Ef; T) (unité graphique 2cm) 1° a) Déterminer les limites de fen —c et en+ oo .

2 X 2x
oxe (1 1 .oxe "t 11 _ _
f(x) = 5 (erJrX— 1) xllmmx—xllmme xllr?m > =+ o0 et xlln}oo €2X+X 1 1 donc xllnfm f(x) 0
f(x)——+e —x e, on sait que lim e?*=0et lim 2x e**=0donc lim e?*—xe?*=0.

lim >=—o donc lim f(x)=—o0.

x—'—ooz X — —00

b) Montrer que la droite A d'équation y = %est asymptote a2 # .Etudier la position de #” par rapport a A.

f(x) = + B(x) avec P(x) =e”* —x ¢ et lim ¢(x)=0 X o 1 T oo
1
La droite d'équation y = > X st asymptote a ~ en — co, f(x) —% + 0 -
v estau dessus de A ‘ v est au dessous de A

f(x)—%z (1 —x) e** est du signe de 1 —x

2° Montrer que f est dérivable sur IR et calculer f' (x).

la fonction x o=~ (1 —x) e** est le produit de deux fonctions dérivables sur IR elle est donc dérivable sur IR
La fonction x oo~ x + (1 — x) ¢** est la somme de deux fonctions dérivables elle est donc dérivable sur R
la fonction f est le produit d'une fonction dérivable sur IR par une constante elle est donc dérivable sur IR

f‘(x)Z%(l—ezx+2(1—x)ezx)=%(l+(—1+2—2X)62X)=%(1+(1—2X)62X)

3° Soit u la fonction définie sur IR par u(x) =1+ (1 -2 x) e**. a) Etudier le sens de variation de u.

u'x)=—2e""+2(1-2x)e**=(=2+2-4x)e* = —4xe’"

X —00 0 +o0

donc u'(x) est du signe de — 1 — 2 x car ¢** est toujours positif.

- : n —
b) Montrer que 1'équation u(x) = 0 posséde une solution unique a signe de u 0

dans l'intervalle [0, 1 ]. / \

Déterminer une valeur décimale approchée par excés de o a 107 pres. u
lim ¢**= lim 2xe**=0donc lim u(x)=1.
X —» —00 X — —00 X — —00

D'aprées les variations de la fonctionuona: x[d]—o ; 0], 1 <u(x).
On peut donc dire que 1'équation u(x) = 0 n'a pas de solution dans | —c , 0 ]
u est continue sur [ 0, 1 ], strictement décroissante sur l'intervalle [0, 1 Jetu(0)=2>0etu(l)=1-— e’ <0
I'équation u(x) = 0 admet donc une solution et une seule dans [0, 1 ].
D'apres les variations deuona: OxO[1,+ 0 [,u(x)=u(l)>0.
On peut donc dire que 1'équation u(x) = 0 n'a pas de solutiondans [ 1 , + o [
c¢) Déterminer le signe de u(x) suivant les valeurs de x.

D'apres les variations de la fonctionuona:x<d < u(x)=20 X —00 a +00

4° Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation. signe de f' + 0 _

f'(x) = J_Z est du signe de u(x) on a donc : /( G)\
f _ =

Partie B

Dans le plan muni d'un repére orthonormal (O; %; Ef), on considére la courbe " d'équation y = e* et la droite &7 d'équation
y =X. Les courbes I" et &/ sont tracées sur la feuille annexe. 1° Soit t un réel ; on désigne par M, le point de [ d'abscisse t. La
tangente a [ au point M, coupe 1'axe des ordonnées au point N,. Déterminer les coordonnées du point N;.
Equation de la tangente & ~~ au point d'abscisse t : y =¢' +¢' (x —t)
Six=0alorsy=¢'—te' etdonc N0, e —te')
2° On désigne par P le point de &7 d'abscisse t et par G I'isobarycentre des points O, M;, P, et N;. Le point G; est donc le
barycentre des points pondérés (O ; 1), (M, ; 1), (P;; 1) et (N;; 1). b) Déterminer en fonction de t les coordonnées du point G,.
00, 0), N«(0, e' —te'), My(t, e' ) et Pi(t,1)
G(0+O+t+t 0+e'—te +e'+ t t+2€—te')

t

t
c'est a dire G
4 ’ 4 ) ‘( ’ 4
3° Quel est I'ensemble des points G;, quand t décrit IR ?

+2 e X+ 2 . . .
x=% = t=2x.G; (x,zx 264 Zxe xjc'este‘ldlre Gi(x , f(x)). quand t décrit R x=%décrlt R et donc Gy

décrit




a) Placer les points M_,, P_,, et N_,, puis construire, en justifiant, le point G_,, sur la feuille annexe.

Soit I le milieu de [M_,P_;] et j celui de [ON_,].
G_; est le milieu de [1J]
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Iy
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M, A

/M X
- G*rz 0 i 2
P_,




