Dans le plan &, on considére le triangle ABC isocéle en A, de hauteur [ AH ] tel que AH=BC =4 .

On prendra le centimétre pour unité.

1° En justifiant la construction, placer le point G, barycentre du systeéme de points pondérés {(A;2); (B;1); (C;1)} .
2° On désigne par M un point quelconque de 2.

a) Montrer que le vecteur V' =2 MA — MB — MC est un vecteur dont la norme est 8.

b) Déterminer et construire I'ensemble E; des points M du plan tels que : || 2 MA + MB + MC =1V
3° On considére le systéme de points pondérés (A ; 2) ; (B ; n); (C; n) ou n est un entier naturel fixé.
a) Montrer que le barycentre G, de ce systéme de points pondérés existe. glacer Gy, Gy, G, .

b) Montrer que le point G, appartient au segment [AH] .

¢) Calculer la distance AG, en fonction de n et déterminer la limite de AG, quand n tend vers + co.
Préciser la position de G, quand n tend vers + o .

d) Soit E, I'ensemble des points M du plan tels que : || 2 MA +1n MB +n MC |l=n]| V||

Montrer que E, est un cercle qui passe parle point A. En préciser le centre et le rayon, noté R, .

¢) Construire E,.

Soient trois points de I'espace A, B, C non alignés et soit k un réel de l'intervalle [ - 1 ; 1].

On note Gy le barycentre du systéme {(A, k> + 1), (B, k), (C, —k)}.
1° Représenter les points A, B, C, le milieu I de [BC] et construire les points G; et G_;.

2° a) Montrer que pour tout réel k de l'intervalle [ — 1 ; 1], , on a 1'égalité : AGy=— k2k+1 BC .
b) Etablir le tableau de variation de la fonction f définie sur [ — 1 ; 1] par f(x) = —ﬁ

¢) En déduire I'ensemble des points Gy quand k décrit l'intervalle [ - 1 ; 1].

Pour la suite de I'exercice, aucune figure n'est demandée sur la copie.

3° Determmer l'ensemble “ des pomts M de I'espace tels que

||2MA+MB MC||—||2MA MB+MC||

4° Déterminer l'ensemble F des points M de I'espace tels que

||2MA+MB MC||—||2MA MB — MC||

5° L'espace est maintenant rapporté a un repere orthonormal (O; 1, ?,T{”)

Les points A, B, C ont pour coordonnées respectives (0; 0;2),(—1;2; )et(—1;2;5).
Le point Gy et les ensembles “ et . /sont définis comme ci-dessus.

a) Calculer les coordonnées de G, et de G_;. Montrer que les ensembles E et F sont sécants.
b) Calculer le rayon du cercle ~ intersectionde ~ et./

A et B sont deux points de I'espace et G est le barycentre du systeme {(A; 1); (B;2)} .

.7 est un plan ne contenant ni A, ni B, et H est le projeté orthogonal de G sur ..
1° Démontrer que, pour tout point M de l'espace : MA? + 2 MB? = 3 MG* + 3 AB?.
2° a) Déterminer la valeur minimale de la somme MA? + 2 MB? lorsque M décrit I'espace.
b) Déterminer la valeur minimale de la somme MA? + 2 MB? lorsque M décrit le plan .~ .
3° Dans cette question, on considére AB=16.
a) Reprendre la question 2°.
b) Déterminer I'ensemble des points M de I'espace tels que. MA? + 2 MB? = 36,
puis I'ensemble des points M du plan .~ vérifiant la méme égalité.

On donne un triangle ABC rectangle en A tel que AB =8 et AC = 4. On désigne par A’, B’, C’ les milieux respectifs
de [BC], [AC] et [AB].

1° a) Pour tout m#0,on désigne par Gy, le barycentre du systeme {(A, m—1); (B, 1); (C, m)}.

Déterminer et construire I’ensemble E; des points Gy, obtenus lorsque mJR".

b) Construire le barycentre du systéme {(A, 3); (B, - 1);(C, 2)}

2° Calculer GA?, GB?, GC?

3° a) Déterminer et construire I’ensemble E; des points M du plan tels que 3 MA? - MB? + 2 MC? = - 96

b) Déterminer et construire 1’ensemble E; des points M du plan tels que 3 MA? — MB? + 2 MC? = 36

d) Déterminer et construire ’ensemble E4 des points M du plan tels que : [[3 MA — MB + 2 MC|| = |[MB + MC ||.

4° On désigne par f I’application du plan dans lui-méme qui a tout point M associe le point M’ barycentre du systéme
{(A;4),(B;-3),(C;1),(M:8)}.

a) Monter que f admet un point fixe et un seul Q et que Q est un point de E,. Construire Q.

b) Montrer que f est une homothétie dont on donnera les éléments caractéristiques.

¢) Montrer que I’image par f de I’ensemble E; est I’ensemble E,.




Dans le plan 2, on considére le triangle ABC isocéle en A, de hauteur [ AH | tel que AH = BC =4 . On prendra le centimétre pour
unité. 1° En justifiant la construction, placer le point G, barycentre du systéme de points pondérés {(A;2); (B;1); (C;1)} .

G A |B |C Par associativité comme H est le milieu de [BC] on peut |G A H
barycentre [2 |1 |1 dire que : barycentre | 2 1+1

G est le milieu de [AH]
2° On désigne par M un pomt quelconque de .@

a) Montrer que le vecteur V =2 MA MB MC est un vecteur dont la norme est 8.
V=2MA-MB-MC=2MA-2MH=2HAet||V|=2xAH=§

b) Déterminer et construire I'ensemble E, des points M du plan tels que : || 2 MA + MB + MC =1l v I

MOE < [|[4MG|[=8 = MG=2 = MO 7 (G, 2)

3° On considére le systéeme de points pondérés (A ; 2) ; (B ; n) ; (C ; n) ou n est un entier naturel fixé.

a) Montrer que le barycentre G, de ce systéme de points pondérés existe. glacer Gy, G, G, .

G, existe si et seulement si 2 +n +n # 0 ce qui est le cas quand n est un entier naturel.

b) Montrer que le point G, appartient au segment [AH] .

Gy A |B |C Par associativité comme H est le milieu de [BC] on peut |G, A H
barycentre|2 |n |n | direque: barycentre | 2 n+n
Comme 2 et 2 n ont le mém signe on peut dire que G appartient au segment [AH]

¢) Calculer la distance AG,, en fonction de n et déterminer la limite de AG,, quand n tend vers + co.
Préciser la position de G, quand n tend vers + o .

(2+2n)AG,=2AA+nAB +nAC=n(AB+AC)=2nAH
2nxAH &n 4n 4n _ .. 4n

AGn == T 250 1+a o.M AGy= lim === lim —

De plus Gn appartient [AH] donc la position de G, quand n tend yers + oo est donc le point H.
d) Soit E,, I'ensemble des points M du plan tels que : || 2 MA +n MB +n MC [[=n]| v I
Montrer que E, est un cercle qui passe parle point A. En préciser le centre et le rayon, noté R, .

MOE, = [[2MA+nMB+nMC | =n|¥| = ||Q+n+n) MG, ||=8n = MG, =

=4,

&n
2+2n

4n
l1+n
|12AA+nAB+nAC||=|2nAH| =2xnx4=n| V| donc a appartient a E,

e) Construire E,.

M est donc sur un cercle de centre G, de rayon R, =

E; est le cercle de centre G, passant par A de rayon R, = 3



A et B sont deux points de l'espace et G est le barycentre du systéme {(A ; 1) ; (B ; 2)} . .&° est un plan ne contenant ni A, ni B,
et H est le projeté orthogonal de G sur .Z°. 1° Démontrer que, pour tout point M de I'espace : MA?*+2 MB*=3 MG? + 3 AB”.

MA? + 2 MB? = MA? + 2 MB? = (MG + GA) - (MG + GA) + 2 (MG + GB) - (MG + GB)

=MG’ + GA?+2 MG - GA +2 MG?* + 2 GB? +2 x 2 MG - GB = GA? + 2 GB? + 3 MG* + MG - (2 GA + 4 GB)
=GA*+2 GB’+3 MG’

2° a) Déterminer la valeur minimale de la somme MA” + 2 MB? lorsque M décrit I'espace.

GA’+2 GB*+3 MG’ 2 GA® + 2 GB® + 3 GG” donc la valeur minimale de MA” + 2 MB” est GA® + 2 GB®
b) Déterminer la valeur minimale de la somme MA’ + 2 MB? lorsque M décrit le plan 2.

MG? est minimal quand M = H on a donc

Pour tout point M de .~ on a : GA” + 2 GB* + 3 MG” = GA” + 2 GB* + 3 HG®

Donc pour tout point M de .~ ona: MA? + 2 MB? 2 HA? + 2 HB?

3° Dans cette question, on considére AB =6 . a) Reprendre la question 2°.

AG=2 AB et BG 3 AB donc AG =3 x 6 =4 et BG =3 x 6 =2 done GA> + 2 GB® = 16 + 4 = 20.

b) Déterminer 1'ensemble des points M de I'espace tels que. MA? + 2 MB? = 36,

MA2+2MB?*=36 = GA2+2GB*+3MG*>=36 =« 16 +4+3MG*=36 = MG=\/%@ MG=4335.

4

L'ensemble des points M de I'espace tels que MA” + 2 MB? = 36 est donc la sphére de centre G de rayon 3

puis I'ensemble des points M du plan &’ vérifiant la méme égalité.

simm >33

alors cet ensemble est vide.

3
Si MH = %E alors cet ensemble est réuit au point H
Si MH < %B alors cet ensemble est un cercle de centre H de rayon r
Si M est un point tel que MA” + 2 MB? = 36 alors dans MGH rectangle en Hon a :
MG’ =GH® + HM? « HM® = % — GH? et donc le rayon du cercle est : r = MH = % - GH?



E On donne un triangle ABC rectangle en A tel que AB = 8 et AC = 4. On désigne par A’, B’, C’ les milieux respectifs de [BC],

[AC] et [AB]. 1° a) Pour tout m#0,on désigne par G,, le barycentre du systéme {(A, m — 1); (B, 1) ; (C, m)}.
Déterminer et construire I’ensemble E,; des points G,, obtenus lorsque mIR".

(m—1+1+m)BGy=(m-1)BA +BB+mBC=mBA -BA +m BC=mBC"'+AB
o~ 1 goo, 1 s 1 pgoo 1 s (1 1 .
BE}m=§]§a +HAEB—Z]§A+HAEB—(Z—HJ]§A

. : 1 : . : o
Quand m décrit R alors i — ﬁ décrit R — {Z} alors Gy, décrit Ima droite (AB) privée du milieu de [BC']

b) Construire le barycentre du systéme {(A, 3) ; (B, - 1) ; (C, 2)}

G2=G A B LG associativité on obtient |- A |B - 9 I C C
barycentre |—3 |—-1|[—2 barycentre |3 |—1 barycentre |2 2 2

2° Calculer GA%, GB?, GC?

3° a) Déterminer et construire I’ensemble E; des points M du plan tels que 3 MA> = MB* + 2 MC? = — 96

b) Déterminer et construire I’ensemble E3 des points M du plan tels que 3 MA® - MB? + 2 MC” = 36

d) Déterminer et construire I’ensemble E4 des points M du plan tels que : |3 MA — MB + 2 MC|| = |[MB + MC ||.
4° On désigne par f 1’application du plan dans lui-méme qui a tout point M associe le point M’ barycentre du
systeme {(A;4),(B;-3),(C;1),(M;8)}.

a) Monter que f admet un point fixe et un seul Q et que Q est un point de E;. Construire Q.

b) Montrer que f est une homothétie dont on donnera les éléments caractéristiques.

¢) Montrer que I’image par f de I’ensemble E; est I’ensemble E,.



