IDETERMINATION DE LIMITE |

VI RECHERCHE DE LIMITES AUX POINTS QUI ANNULENT LE DENOMINATEUR

Calculer la limite de la fonction f lorsque x tend vers 1 :

2 2
X" =2x-5 X" —4x+3 3!5 +4-3
a) {0 =75 7o b)) =375 0) f(x) == —

Calculer la limite de la fonction f lorsque x tend vers X :

_1 — —_
a)f(x)z% et xo=0 b)f(x)=@ etxo=0 c)f(x)Zé% etxo=9

Calculer la valeur prise par le numérateur.

lf‘r cas : elle est différente de 0, la limite est infinie; étudier le signe du dénominateur.
2™ cas : Si elle est égale a 0, factoriser le numérateur et le dénominateur puis simplifier.
Ou faire apparaitre un taux d’accroissement et utiliser la fonction dérivée)

VI RECHERCHE DE LIMITES AVEC UN ENCADREMENT

+
Fonction ¢ définie sur [0 ; + oof par : |p(x) = %
X

. ot 1 1
a) Montrer que, pour tout X strictement supérieura 0,ona: 1 <2+cosx<3et0< et 0< \/— 1 < T
X X

_l_
b) En déduire que, pour x >0, 0 < 2+ cosx < i Donner lim ¢(x).
*\/)_( —+ 1 *\/)_( X — too

. o .1 . . .1
Fonction k définie sur R” par |k(x) = x* sin . Pourquoi peut-on écrire : 0 < | x* sin <x*?
En déduire lirno k (x)

X -
Utiliser une méthode analogue d’encadrement pour déterminer les limites suivantes :
. sin 2x . 1 . XsinX
lim —— lim X cos|— lim —5——.
X5t X X o X X0t X°+ 1

VII RECHERCHE DE LIMITES AVEC UNE FONCTION COMPOSEE
Soit la fonction f définie sur ]0 ; o [ par f(x) = M_

X
1° Déterminer, par comparaison, la limite de f en + co.

2° On considére la fonction g , définie sur R — {0} par g(x) = 1= )Sos X

1

- 2
a) Montrer que, pour tout X non nul, ona g (x) = 5 (%) . En déduire la limite de g en 0

b) A l'aide d'une composée, déterminer alors la limite de fen 0.

Soit la fonction f définie par f(x) = ! XX 1. Sachant que limo f(x) = % calculer :
X —

lim 3[1+sinx—1 b) lim \J1+2cosx—1 C)xlimmX(A /1_%_1)

x -0 X X - TU2 COS X




VI RECHERCHE DE limites aux points qui annulent le dénominateur

Calculer la limite de la fonction f lorsque x tend vers 1 :

2
X =2x—=35 X — 0 -4 1 + o0
D)= TS

X —5x+4 + 0 - 0 +

lim x*-2x—-5=—6et lim x*—~2x+4=0", donc hm1 f(x) =—o0

X—>1 X—vl

lim x*-2x+4=0 donc hm1 f(x) =+ oo

X - 1-

x° —4x+3_ (x-D(x-3) x-—
X +3x-4 (x-1)(x+4) x+4

b) f(x) =

x-3 0-3

X=3_ 3
S1x+4 0+4 4
\/5x+4 3_(5x+4-3)[5x+4+3)_ 5x+4-9 5(x—1) 5

x—1 x-1)R/5x+4+3) (X—l)(\/Sx+4+3) (x—l)(\/5x+4+3) 5x+4+3

En appliquant les régles de calcul sur les limites on obtient : lim f(x) = lim = > =
X - 1 x->145x+4+3 0+4+3

En appliquant les régles de calcul sur les limites on obtient lim1 f(x) = lim
X — X

Calculer la limite de la fonction f lorsque x tend vers x, :

a) f(x) = QELJ et xo=0

cosx—1 cosx—cos0
x—0

On reconnait un taux d'accroissement

. . cosx—cos0 _
Onsait que lim ————
X -0 x—0

bnm=i5§l3emﬁo

cos'(0)=-sin0=0

On peut reconnaitre un taux d'accroissement ou utiliser les quantités conjuguées.

\lx+4 2 (\/x+4 2)(\lx+4+2) x+4-4 1
X (Vx+4+2) X (Wx+4+2) X+4+2

En appliquant les régles de calcul sur les limites on a : hm f(x) = xhin0 — 4 n 2 5 +14 ) :i
¢) f(x) = %L9)2 etxy=9

Vx-3 _ax=3)a/x+3)__ x-9 1
x-97 @x+3)(x-97 (x+3)(x-9° @x+3)(x-9)

lim (\/3+3) (x—9) =0 donc lim_f(x) =~
X - X —

lim__ (3 +3)(x=9)=0"donc lim_f(x) =+ 0.
X - X —



o) = 2 + cosx

x+1

VI RECHERCHE DE LIMITES AVEC UN ENCADREMENT |T| Fonction ¢ définie sur [0 ; + oof par :

a) Montrer que, pour tout x strictement supérieur a 0,ona:1<2+cosx<3et0< et 0< ﬁ < %
X X

Pour toutréel x de [0, + o [ona:

—1<cosx<1donc

(en ajoutant 2 a chaque membre des inégalités)

—1+2<2+cosx<1+2

0<1<2+cosx<3

on a aussi

O<\/)_;s\/>—<+1

donc0<\/)—(le \/)—(
2+cosx 3

b) En déduire que, pour x>0, 0 < \/_ Donner llm ¢(x)
x+1 \/;(

la fonction inverse est décroissante sur IR+"

0<1<2+cosx<3 (en multlpllapt,memt,)re a
1 donc 1 x0< (2 + N S 3 x 1 membre des in¢galités de
N one <2+ cosx) \/)_( +1° \/; méme sens ou tout est positif

1
RV e

X — too

lim % = 0 donc d'apres le théoréme des gendarmes lim ¢(x) = 0.
X X — +oo

Fonction k définie sur IR* par | k(x) = x* sini . Pourquoi peut-on écrire : 0 <|x’ sini < x* ? En déduire lim0 k (x)
X =

Pour tout réel x non nul on a :

0< <1

1
sin —
X

en multipliant par x> > 0
donc 0 x x? < xx? <1 xx? P P

1
sin =
X

5 .1
donc0<| X Sln; <x?

lim x> =0donc lim x®sin i =0.

X -0 X -0
- . , . . .. . sin 2x
3| Utiliser une méthode analogue d’encadrement pour déterminer les limites suivantes : lm+1 -
X — +oo

Pour tout réel x nonnulona:—1<sin2x<1
donc — _12 < ﬁzz_x < _12 En divisant pas x> > 0

X X X

1 1 sin 2 X .
hm0 - hm0 — =0 donc hm0 2 - 0 Théoréme des gendarmes
X — X — X —




s cos )
limx cos| —
X -0 X

Pour tout réel x nonnul on a :
.
cos | —
X
X COS ( 1 )
X

limo | x |= 0 donc limo X COS (%) =0 Théoréme des gendarmes
X - X -

<1

COS |72
X

En multipliant par | x | > 0

donc | x | x <|x|

donc < x|

X sin x
X — +oo X2+1.

Pour tout réel x positif

—1<sinx<1 .
En multipliant par x>0

donc—x<xsinx<x

X <Xsinx X
X+17x+1 " x +1 En divisant par x* + 1 >0

donc —

lim — — lim —X— = 0 donc hm X sin x ~0 Regle de calcul de limites
X -0 7 +1 xLox +1 X+ 1 puis théoréeme des gendarmes

VII RECHERCHE DE LIMITES AVEC UNE FONCTION COMPOSEE |T| Soit la fonction f définie sur |0 ; o [ par f(x) =

1 —cos\/x . . . _—
. 1° Déterminer, par comparaison, la limite de f en + oo,

Pour tout réel x strictement positifona: — 1 < cos \/)_g <1

donc1-1<1 —cosx/; <1+1 X — 1 —x est décroissante sur IR
done Q<1 =C0sNX 2 En divisant par x > 0

X T X
lim 2_ 0 donc lim 1 —cosvx _ 0. Théoréeme des gendarmes

X - 0X X -0

2° On considére la fonction g , définie sur R — {0} par g(x) = cos X

ln/)2‘/2) . En déduire la limite de g en 0

On sait que cos x = 1 — 2 sin” (x/2) donc 1 — cos x =2 sin® (x/2)

_2sin’ (x/2) _Lsin® (x/2)_1 (sm x/2)
2

a) Montrer que, pour tout x non nul,ona g (x) == (S

&(x) X2 (XA x/2
B _1(sinx/2? _ 1 (sin X)z 1 (sin x/2j .1 (sin ij _
X=x/2.etg(x)= > (—X/2 j =50 x Xhino x/2 =0 donc th ST E qu visah

b) A I'aide d'une composée, déterminer alors la limite de f en 0.

1—COS\/)_<:1—COSX

X =[x clest a dire x = X* et

X2
lim \/)_;=0donc lim I —cosyx _ limwsfx— lm g(X)=0.
X - 0 X - 0 X X-0 X



3[1 +sinx—1

Soit 1a fonction f définie par f(x) = 1 +XX — 1. Sachant que 1im0 f(x) =% calculer : lim0 .

\l1+sinx—1 A/l+sinx— ' : . si A/l +sinx—
L+sinx-1_yl SILX lxsmx On sait que lim SMX_ 0. Restecalculer lim L SILX L
X SIn X X >0 X X - 0 Sin X

: \J1 + sin x — +X—
X=sinx et 1 sisrllnxx 1= I XX 1
) 3[1+x—1 1
AJ1 +sinx—1 AJI+X-1 1 m % 2
lim sin x =0 donc lim . = lim == X =
X -0 X > 0 sin X X 50 X 2
b) lim 3[1+2c0sx—1
X - 02 cos X
«/ + - +X— +X -
X =2cosx c'estadirecosx=X/2et 1+ 2c0s x 1: I+X 1=2 I+X-1
cos X X/2 X
) 3[1+x—1 1
\/ + - +X— ==
lim cos x =0 donc lim 1 +2cos x 1=lim 2X@=2Xl=1 x11£n0 X 2
qu qu cos X X0 X 2

¢) lim x(’\ [1—1—1>
X — too X

_ 1 LINUUN A I NS I § -
——Xcestadlrex——Xetx( 1 . lj —X( I+X-1)=-

3[1+Xx1: 1

lim —
X — too

X

iZOdonc ling X(’\ /1 ———lj

2

3[1+Xx1

X




