| FONCTIONS DERIVABLES)|

I NOMBRE DERIVE D’UNE FONCTION EN UN POINT

1° Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, C; sa représentation graphique dans un repére (O; 1, j) et a un
¢lément de L.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

) fgx)—fga!:
lim a

d (ou d est un réel )

X - a
hlimo fga+hh) —fa) _ d

Pour h voisinde O on a : f(a+ h) =f(a) +d x h + h x g(h), avec hlirnoa(h) =0
La courbe C; admet au point d'abscisse a une tangente :la droite d'équation “y =f(a) +d (x —a) ”

Si f vérifie I’une des quatre conditions on dit que f est dérivable en a et le réel d est le nombre dérivé de f en a.

On note alors d =f'(a) = % (a).

2° Exemples d'utilisation
a) Tangente a une courbe
Par définition si f est dérivable en a alors sa représentation graphique admet une tangente au point d'abscisse a.

Cette tangente a pour équation : |f(x) = f(a) + f'(a) x (x — a)]

b) Approximation de f(x) au voisinage de a

L'équation de la tangente donne la meilleur approximation affine de f(x).
f(x) =f(a) + f'(a) X (x —a) pour X voisin de a.
fla+h)=f(a)+f'(a)xh  pour h voisin de 0.

Ex La deuxiéme approximation donne : \/4,00002 = 2 + 5 i/Z x 0,00002. Donc |\/4,00002 = 2,,000005|.

La premiére approximation au voisinage de 1 donne : In (x) = In(1) + % X (x — 1) c'est-a-dire In(x) = x

Donc In(1,0000003) = 1,0000003

¢) Calculs de limites

) PR ‘
La fonction sin est dérivable en 0 donc hlimo sin (0 E) sin0 _ sin ' 0. Ce qui donne hlim0 Slﬁ h_ 1
2 2eia
_ +3_
Pour calculer lim = 3x+3-1 ( FI du type Oy )
X - 1 x—1 0

On peut utiliser le nombre dérivée de la fonction g : x <. 4/x* =3 x + 3 en 1.

B Vs 1 . \/X2—3x+3—1_, 1
g(l)—letg(l)—2 12_3><1+3d0ncxhinl 1 —g(l)—2

d) Interprétation cinématique du nombre dérivé :
dans le cas ou f représente la loi horaire d'un mobile en déplacement.

. ) ) f(to + h) — f(to)
La vitesse moyenne du mobile entre les instants ty et ty + h est alors : 0 n 0

) ) , . , . f(to + h) —1{(to) .
La vitesse instantanée du mobile au moment t; est donc donnée par : hmo 0 h V_f (to)
X —
Si f est une loi horaire d'un mobile en mouvement, le nombre dérivé en t, représente la vitesse instantanée

du mobile a l'instant t,.



3° Nombre dérivé a droite a gauche

S TETTR T O
X - a -

X — a
Exemples
1|+ , s
a) f(x) = J|—lf_ dérivabilité en 1. | b) f(x) = 3\/)—(L+i dérivabilité en 0 |c) f(x) = QIE sixzletf(l)y=— ;
< -
a) fest continue en 1 et f(1) = J|0—11‘|+LO

La dérivabilité en 1 n'est pas donné par les formules car la fonction x =0 |x — 1| n'est pas dérivable en 1
x-1+1 —-x-D+1_ fx)-1_—x+2-1_—x+1

Slxslalorsf(x)=|x_1|+x—_(X_1)+X——x+2 donc 1 1 x_1 =—1
donc : lim f-1__ 1 donc f est dérivable a gauche de 1 et f(1) =— 1.
x> 1 x—1 g
X x—2x+1
. x—-1+1 x fix)-1 2x-1 =~ 2x-1 —x+1 1 -1
Sixzlalos )= 17537251 x-1 = x-1  x-1 2x-1 x-1 2x-1
donc hrn (X)_IIZZ_ 112—1. =—1 donc fest dérivable a droite de 1 et fg(1) =—1. fy(1) =1f;(1) donc fest
B _ _

dérivable en 1.
b) f est continue a droite de 0 mais la dérivabilité n'est pas donnée par les formules car la fonction x 0 - \/;( n'est

pas dérivable en 0. f(0) = M -1
\J0—1
AJx+ \F<+1+\F<f1
) -10)_ \/;_1 = \/;_1 = 2\/)_( Xl: donc lim )~ (0) =—o00 , fn'est
x—0 X AJx—1 X (fx—1)x4/x x>0 Xx—0 '

pas dérivable a droite de 0 mais sa representation graphique admet au point d'abscisse 0 une tangente verticale.

4° fonction dérivable sur un intervalle.
Si f admet un nombre dérivé en tout points de l'intervalle Ion dit que f est dérivable sur I. La fonction qui a tout x
de I associe le nombre dérivé de f en x est appelée fonction dérivée de f sur I. On la note f'

5° Dérivabilité et continuité

Si f est dérivable en a alors f est continue en a

Si f est dérivable sur l'intervalle I alors f est continue sur 1.

Démonstration :

Si f est dérivable en a alors pour tout réel x de [on a : f(a+h) =f(a) + f'(a) X h + h € (h) avec hlim0 gh)=0

Comme hlim0 f'(a) x h =0 on peut dire que hlirno f (a +h) = f(a). Ce qui prouve que la fonction f est continue en a.

Attention : la réciproque est fausse.
Par exemple la fonction valeur absolue est continue en 0 et pourtant elle n'est pas dérivable en 0
. Attention : une fonction f peut étre dérivable (et donc continue) sans que sa dérivée f’ soit continue :

f(x) —f(a)

Pour étudier la dérivabilité d'une fonction en un point a il faut étudier la limite de et il ne faut surtout

pas étudier la limite de f' en a. en effet la fonction f' n'est pas toujours continue.
Voir exemple plus loin.

6° Dérivées successives

f est dérivable sur I. On note ' = % sa fonction dérivée premiere de f (ou d’ordre 1).

2

f' est dérivable sur I. On note f " = % la fonction dérivée seconde (ou d’ordre 2) de f.

3
f(3) —

f " est dérivable sur I. On note % la fonction dérivée troisiéme (ou d’ordre 3) de f.




Exemples de fonction dérivable sur un intervalle I contenant a et dont la fonction dérivée n'est pas continue en a

flx) = %& six#1
Soit la fonction f définie sur ] 0, + oo [ par 1

f(1)=-2

Continuité de fen 1 : f(x) = Cxt \/;) (x+ \R) —x'+x et lim f(x)=
x-D @+ x-D)E+FY wﬂ& = 1+f
f est bien continue en 1.
- X 1
_l’_ p—
_ + 2 _ _ _
Dérivabilité en 1: L= fD _XFx 2 —2xexwafx oxex, 1 -x .
x—1 x=1 2+ E-1)  x=1 "2x+x) 2x+x)

) —f() -1 7__ f'est dérivable en 1 et f (1)——é

Donc lim
xo1 o x=1 2141y

Continuité de f'en 1
pourx J]JO, 1[0]1;+00 [

f,(x)_[ 1+2\/§jx(x D-Cxe 2k 2 x x0T
(x— 1y 2% -1y

2xAfxHx 24 x - 1+2xx-2x_ 24[x-x-1 _  Ax-1 1

24/x (x — 1) 24X (x—1% 24fx(x—1?  24x(x-D@[x+1)

lim f'(x)=+o et lim f'(x)=—oo.
x—»1+ X - 1~

La fonction f' n'est pas continue en 1

f(x) =x* sin &)

Soit la fonction f définie sur R par : {
f(0)=0

Continuité en 0 : f(x) = x* sin @

sin @

2

Pour tout réel x de R" : <1

x% sin G)

lim x*= 0 donc d'aprés le théoréme des gendarmes 11mO f(x) = 0. fest bien continue en 0.

X -0
M_“m(xj

x> > 0 donc <x° donc | f(x) | < x?

Dérivabilité en 0 :

< . (1
Pour tout réel x de R, | sIn (;) <1
1 f(x) — f(0
| x | >0 donc xsm(j <|x| donc %2 < x|

hm | x | = 0 donc d'apres le théoréme des gendarmes hmO ﬁ%l = 0. f est bien dérivable en 0.
- _

Contlnulte def'en1
Pourx#0:f'(x)=2x X sin(lj+x2 Ccos G) XLZZZX X sin(l)Jrcos G)
X X X X X

lim0 2 X sin &) =0 et la fonction X =0 - cos &) n'a pas de limite en 0 donc f' n'a pas de limite en 0.
X —

f' n'est donc pas continue en 0.
En fait si f' admet une limite finie en a alors ' est dérivable en a de nombre dérivé f"(a).



II CALCUL DE FONCTIONS DERIVEES
1° Dérivée d’une fonction composée.

Théoréme : Soit u une fonction dérivable en X, et f une fonction dérivable en u(x) Alors f - u est dérivable en xg
et: (fou)'(xo) =1"'(u(xe)*xu'(xo)

Exemples Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I, strictement positive sur I. o un réel

La fonction \/1_1 est dérivable sur I et (\/1_1)' = % .
u

1

La fonction u® est dérivable sur I | (u?) =axu"" xu |
2° Dérivée des fonctions usuelles fonction. Dérivée. e
fook kOLR _ [f(0=0 R
fx)=x" n0O], N f(x)= n 1 LR
1 . _ — "
f)= nOLN f(x)zxn_fl ]—;0[ou]0;+o]
fx) =/x 0= 105+ oo
20X
f(x) = sin x f(x) = cos x LR
f(x) = cos x f(x) = — sin x LR
3°Dérivées et opérations fonction. Dérivée.
Somme : f=u+v =y + v
Produit: f=k- u f=k- u

f=u-v

f'=u'- v+u- v

Quotient : v ne s’annule pas

_1 N

f—V f'=—

_u ,_u-v-u- Vv

f v f'= 7
Composée : f=gou f'=u'x(g'-u)

f=u® f'=u'xa xyu*’!

f=+/u (pour u = 0)

u>0)

f’=L our
2\/1—1 (P

III APPLICATION DE LA FONCTION DERIVEE.

1° Application de la dérivation au sens de variation d'une fonction

Théoréme

Si fest dérivable sur l'intervalle I et si sa dérivée f' est nulle sur I, alors f est constante sur I.

Si f est dérivable sur l'intervalle I et si sa dérivée f' est positive sur I, alors f est croissante sur 1.
Si f est dérivable sur l'intervalle I et si ' est négative sur I, alors f est décroissante sur 1.

2° Extremum local et fonction dérivée.

Théoréme (admis)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et a un point intérieur a I.

Si f's'annule en a en changeant de signe alors f a un extremum local en a.

Remarque : f admet un maximum local en a signifie qu'il existe un intervalle ouvert J contenant a tel que f(a) soit
le maximum de fsurJ. [Ox ], f(x) < f(a).

f admet un minimum local en a signifie qu'il existe un intervalle ouvert J contenant a tel que f(a) soit le minimum
de fsurJ. Ox0OJ, f(x) < f(a).

3° Recherche d'extremum

Pour la recherche d'un extremum local nous disposons du théoréme suivant

Théoreme

Si f est dérivable sur l'intervalle I et admet un maximum local (ou un minimum local) en un point a distinct des
extrémités de I, alors f'(a) = 0.




Démonstration du IIT 3° : (hors ROC)
f admet un maximum local en a signifie qu'il existe un intervalle ouvert J I contenant a tel que f(a) soit le
maximum de fsurJ. 0Ox O], f(x) < f(a).

Pour tout réel x appartenant a J et strictement inférieur a a on a f(x); : ?(:)02 0} donc M <0.
Comme tha’ K%%Q: f'(a) on peut dire que f'(a) <0
Pour tout réel x appartenant a J et strictement supérieur a a on a f(x); : ?(:)02 O} donc K%@ = 0.
Comme xlima+ K%QL— f'(a) on peut dire que f'(a) = 0.



