AMERIQUE DU NORD BACCALAUREAT S 1ER JUIN 2005

EXERCICE 1 4 points

Pour chacune des quatre questions de ce QCM, une seule des quatre propositions est exacte.

Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la lettre correspondant a la réponse choisie. Aucune
justification n’est demandée.

Une réponse exacte rapporte 1 point. Une réponse inexacte enléve 0,5 point. L absence de réponse n’apporte ni
n’enléve aucun point. Si le total est négatif, la note de 1’exercice est ramenée a 0.

1° Dans le plan complexe, on donne les points A, B et C d’affixes respectives —2 +31,—3 —iet 2,08 + 1,98 1.
Le triangle ABC est :

(a) : isocele et non rectangle (b) : rectangle et non isocele
(c) : rectangle et isocele (d) : ni rectangle ni isocele
: s —4i
2° A tout nombre complexe z # — 2, on associe le nombre complexe z' défini par : z' = Zz e
L’ensemble des points M d’affixe z tels que |z'| = 1 est :
(a): un cercle de rayon 1 (b) : une droite
(c) : une droite privée d’un point (d): un cercle privé d’un point
3° Les notations sont les mémes qu’a la question 2°
L’ensemble des points M d’affixe z tels que z' est un réel est :
(a): un cercle (b) : une droite
(c) : une droite privée d’un point (d): un cercle privé d’un point

4° Dans le plan complexe, on donne le point D d’affixe i.

o . , T
L’écriture complexe de la rotation de centre D et d’angle — = est :

3
(a)z'=e—i325jz—325+%i (b)z'=(_%+1325jz_ 23+%i



EXERCICE 2 6 points

Le graphique de I’annexe sera complété et remis avec la copie.
2x+1
x+1°
1° Etudier les variations de f sur I’intervalle [0 ; 2].Montrer que si x [ [1 ; 2] alors f(x) L [1 ; 2].

Soit la fonction f définie sur I’intervalle [0 ; 2] par f (x) =

2° (Uy) et (V) sont deux suites définies sur N par :
Up =1 et pour tout entier naturel n, U,y = £ (Uy).
Vo =2 et pour tout entier naturel n, Vi = (Vy).

a) Le graphique donné en annexe représente la fonction f sur I’intervalle [0 ; 2].
Construire sur I’axe des abscisses les trois premiers termes de chacune des suites (U,) et (V,,) en laissant apparents
tous les traits de construction.

A partir de ce graphique, que peut-on conjecturer concernant le sens de variation et la convergence des suites (U, )
et (Vy) ?

b) Montrer a I’aide d’un raisonnement par récurrence que :
Pour tout entier naturel n, 1 £V, < 2.
Pour tout entier naturel n, Vo4 <V, .

On admettra que I’on peut démontrer de la méme facon que :
Pour tout entier naturel n, 1 < U, < 2.
Pour tout entier naturel n, U, < Up.1.

Vn _Un
(Vo +1)(Us +1)

En déduire que pour tout entier naturel n, V, — U, 20 et Vg Uy < i (Va—Uy)

¢) Montrer que pour tout entier naturel n, Vi —Uys =

n
d) Montrer que pour tout entier naturel n, V, —U, < &)

e) Montrer que les suites (U, ) et (V, ) convergent vers un méme réel d.
Déterminer la valeur exacte de 0.



0.5




EXERCICE 3 5 points

Soit fla fonction définie sur ’intervalle [0 ; + o [ par: f(x)=(x— 1) (2 —¢ ™).
Sa courbe représentative ~~ est tracée dans le repere orthonormal ci-dessous (unité graphique 2 cm).
1° a) Etudier la limite de fen + oo .

b) Montrer que la droite A d’équation y =2 x — 2 est asymptote a ~ .

c¢) Etudier la position relative de ~ et A.

2° a) Calculer f'(x) et montrer que f'(x) =xe ™ +2 (1 —e ™).

b) En déduire que, pour tout réel x strictement positif, f'(x) > 0.

c) Préciser la valeur de f'(0), puis établir le tableau de variations de f.

3° A I’aide d’une intégration par parties, calculer ’aire, exprimée en cm? , du domaine plan limité par la courbe
la droite A et les droites d’équations x = 1 et x = 3.

4° a) Déterminer le point A de ~ ou la tangente a ~ est parall¢le a A.

b) Calculer la distance, exprimée en cm, du point A a la droite A.



EXERCICE 4 5 points

On dispose d’un dé cubique équilibré dont une face porte le numéro 1, deux faces portent le numéro 2 et trois faces
portent le numéro 3.

On dispose €¢galement d’une urne contenant dix boules indiscernables au toucher, portant les lettres L, O, G, A, R,
I, T, H, M, E (soit quatre voyelles et six consonnes).

Un joueur fait une partie en deux étapes :

Premicre étape : il jette le dé et note le numéro obtenu.

Deuxieme étape :

* sile dé indique 1, il tire au hasard une boule de I’urne. Il gagne la partie si cette boule porte une voyelle et il perd
dans le cas contraire.

* si le dé indique 2, il tire au hasard et simultanément deux boules de I'urne. Il gagne la partie si chacune de ces
deux boules porte une voyelle et il perd dans le cas contraire.

* si le d¢ indique 3, il tire au hasard et simultanément trois boules de I’urne. Il gagne la partie si chacune de ces
trois boules porte une voyelle et il perd dans le cas contraire.

A la fin de chaque partie, il remet dans [’urne la ou les boules tirée(s).

On définit les événements suivants :

DI : «le dé indique 1 » D2 : «le dé indique 2 »

D3 : «le d¢ indique 3 » G: « la partie est gagnée ».

A et B étant deux éveénements tels que p(A) #Z 0, on note pa(B) la probabilité de B sachant que A est réalisé.
1° a) Déterminer les probabilités ppi(QG), pp2 (G), et pp3(Q)
b) Montrer alors que p(G) = %

2° Un joueur a gagné la partie. Calculer la probabilité qu’il ait obtenu le numéro 1 avec le dé.

3° Un joueur fait six parties. Calculer la probabilité qu’il en gagne exactement deux et en donner une valeur
arrondie 4 1072 prés.

Quel nombre minimal de parties un joueur doit-il faire pour que la probabilité¢ d’en gagner au moins une soit
supérieure a 0,9?



Pour chacune des quatre questions de ce QCM, une seule des quatre propositions est exacte. Le candidat indiquera sur sa copie le
numéro de la question et la lettre correspondant a la réponse choisie. Aucune justification n’est demandée. Une réponse exacte
rapporte 1 point. Une réponse inexacte enléve 0,5 point. L’absence de réponse n’apporte ni n’enléve aucun point. Si le total est
négatif, la note de ’exercice est ramenée a 0.

1° Dans le plan complexe, on donne les points A, B et C d’affixes respectives —2 + 3 i, —3 —1iet 2,08 + 1,98 i. Le triangle ABC est :

(a) : isocéle et non rectangle (b) : rectangle et non isocele _
Yy
(c) : rectangle et isocéle (d) : ni rectangle ni isocéle B
: . : A
Zn =—2+31,zg =—3—1etzc =2,08+1,981 i
(b) : rectangle et non isocéle L C
Le triangle semble rectangle isocele en A. i
-z 50 .
Pour le vérifier le plus simple est de calculer —ZA =5 Y e
Zc —ZA 0
BV
ZB—7 Tt -
Arg (B—i) =—= donc ABC est rectangle en A.
Zc—Z 2 i
ZB — ZA , . \
#Z 1 donc ABC n'est pas isocele en A.
Zc—ZA
2° A tout nombre complexe z # — 2, on associe le nombre complexe z' défini par : z' = 121421
L’ensemble des points M d’affixe z tels que |z'| =1 est :
(a): un cercle de rayon 1 (b) : une droite
(¢) : une droite privée d’un point (d): un cercle privé d’un point

(b) : une droite

Soit A le point d'affixe 4 i et B le point d'affixe — 2. On a alors : z' = z — zA avec M # B
— 4B

Z —ZA

Z—7B

|Z'|=1 =1 e |z—zp|=|z—2z3| « MA=MB < M appartient a A, la médiatrice de [AB]

B 0 A donc I'ensemble cherché est la droite A
3° Les notations sont les mémes qu’a la question 2°
L’ensemble des points M d’affixe z tels que z' est un réel est :

(a): un cercle (b) : une droite

(¢) : une droite privée d’un point (d): un cercle privé d’un point
(¢) : une droite privée d’un point M # B

Argz'=kmouk0Z _ Arg(Z ZA) kTt {(AM JBM) =kt

ouZ=72Za ouM=zB ouM=A

L'ensemble cherché est la droite (AB) privée de B.

z'OR = { < M appartient (AB)

4° Dans le plan complexe, on donne le point D d’affixe i. L’écriture complexe de la rotation de centre D et d’angle ~Zest:

3
(a)z'=(%—i325)z—lzé+% (b)z'=(—5+1 5 i 1
(C)Z'=(%—iﬁ)z—£—li d)z (2 1£)z+ 3+

2 2 2
(d)Z'=G—iﬁjz+32E+%l

2

Z—zp=e¢'" (z— ZD)QZ—1+G l2Bj(z—i)«=»z'=i+(l—il£j

2 2



2x+1

Le graphique de ’annexe sera complété et remis avec la copie. Soit la fonction f définie sur I’intervalle [0 ; 2] par f (x) = 1°

x+1°
Etudier les variations de f sur ’intervalle [0 ; 2].Montrer que si x [0 [1 ; 2] alors f (x) O [1 ; 2].
) = — 1 _3 _3

CO=grpp ™0 f=3>letf2)=3<2 - 1 5
Pour toutréel xde[ 1,2 ], 1 <f(1) < f(x) <f(2) <2. signe de f' +

f(2)
2° (U,) et (V,) sont deux suites définies sur N par : f /
. Up=1 et pour tout entier naturel n, U, =f (U,). f(1)

Vo =2 et pour tout entier naturel n, V,..,; =1 (V,).

a) Le graphique donné en annexe représente la fonction f sur I’intervalle [0 ; 2]. Construire sur ’axe des abscisses les trois
premiers termes de chacune des suites (U,) et (V,) en laissant apparents tous les traits de construction.
A partir de ce graphique, que peut-on conjecturer concernant le sens de variation et la convergence des suites (U,, ) et (V,,) ?

la suite (U, ) semble croissante et la suite (V, ) semble décroissante.

b) Montrer a I’aide d’un raisonnement par récurrence que :
Pour tout entier natureln, 1 <V, <2.
Pour tout entier natureln, V., <V,.

On admettra que I’on peut démontrer de la méme facon que :
Pour tout entier natureln, 1 < U, <2.
Pour tout entier naturel n, U, < U,;.

7M): 1<V £V, £2

Initialisation : Vo) =2 et V, :g .Onabien:1<Vy,<V,<2

Hérédité : Si .~ (n) est vérifiée alors : 1 £V, £V, <2 comme fest croissante sur [ 1,2 ]

onadonc: 1<1(1)<f(Vpr) (Vo) £f(2)<2d'ou 1 £V £ Vi £2donc .~ (n + 1) est aussi vérifiée.
Conclusion : la propriété . » est héréditaire a partir du rang 0 elle est donc vérifiée pour tout entier n.

Vo—U,

¢) Montrer que pour tout entier naturel n, V. —Uyyy = (V, +1)(U, +1)
n n

En déduire que pour tout entier natureln, V, - U,20et V,,; U,y < % Va—-Uh)

2Vy 1 2Up+1_ @Vt DU+ D= QU+ D (Vy+1) _

A e TR (Vo + 1) (Uy + 1)
U Vot 2 Vy+ Uy +1-2U, Vo —2U, = Va—1 __ V,—U,
(Vat D) (Us+ 1) (Vo +1)(Uy +1)

On démontre, par récurrence que pour tout entiern, V,—U,=20. Onpose .~'(n): V,—U,=0.
Initialisation : Vo =2 et Uy =1 donc Vo— Uy =0 donc .~' (0) est vérifice.
Hérédité : Si .~ ' (n) est vérifiée alors V, — U, 2 0.

Vo—-U,=20
. Vo—U V,—U
; Vi1 — =——"——0— U, +1>0 —i 0> Vil — > ().
on sait que ; Vi1 — Upeg (Vo +1) (U, 1) o donc V. DU, ) >0 donc Vi — Upey 20

La propriété .»*' (n + 1) est donc aussi vérifiée.
Conclusion : la propriété . ' est héréditaire a partir du rang 0 elle est donc vérifiée pour tout entier n.

: ) ViU,
On sait que : Vi — Upyg _—(Vn (U, 1)
1 1
+1=21+ + +
Vpot+1=21+1letV, +121 ldonC(Vn+l)(Un+1)s2X2
.. . V,— U, 1
Comme V, — U, est positif on peut dire que : <= (Va—-Uy)

(Vo +tD)(Un 1) ™ 4



n
d) Montrer que pour tout entier naturel n, V, —U, < G)

n n
On démontre, par récurrence que pour tout entier n, V, — U, < G) . Onpose.»"(n):V,—U,< G) .

4 4
. 1° . 1\0
Initialisation : Vo— Uy =1 et (Zj =1 onadonc bien: Vy— Up < (Zj
1 n
Hérédité : Si .~ "(n) est vérifiée alors V, — U, < (Z) .

1
. 1 1 (1" . "
Onssait que : Vi — Upyg < 1 (Va—-Up) < 2 X (Z) .Onadoncbien: Vo1 — Upg < (Zj
La propriété . " (n + 1) est donc aussi vérifiée.
Conclusion : la propriété .~ " est héréditaire a partir du rang 0 elle est donc vérifiée pour tout entier n.

¢) Montrer que les suites (U, ) et (V,, ) convergent vers un méme réel . Déterminer la valeur exacte de a.
(U, ) est croissante

n
e) lim Vy—U,= lim G) = (. (V) est décroissante ; Jeg guites (Uy) et (V) sont adjacentes donc elles

lir£1m Vo-U,=0
convergent vers la méme limite . o = lin} U, = lin} Uy = f(0) car fest continuesur [ 1,2 ].
+ + _
a+1 2 2
+
Deplusa O [1,2] donc(}:lézE
Y
M
1.5 L
] B
1
0.5

Vo

[IN

0 0)5 1 Ui=15U,=16 vy=2




Soit f 1a fonction définie sur I’intervalle [0 ; + oo [ par : f(x) = (x — 1) (2 — 7). Sa courbe représentative 7 est tracée dans le
repére orthonormal ci-dessous (unité graphique 2 cm). 1° a) Etudier la limite de fen + o .

lim x—1=+oo}

X — too

lim 2—e¢*=2

X — too

1°a) donc lim f(x)=+o0.

X - +00

b) Montrer que la droite A d’équation y =2 x — 2 est asymptote a #” .
f(x)-2x-2)=(x—-1)Q2-e")-2x+2=2x-2-xe*+e*-2x+2=-xe“+e*
lim xe*=0et lim ¢ =0 donc lin} f(x) — (2 x—2)=0. A est bien asymptotea ~ en+ oo .

X — too X — too

¢) Etudier la position relative de Z” et A.

fx)-2x-2)=¢ ™ (1 -x).

X |—o0 1 + oo
2° a) Calculer f '(x) et montrer que f'(x)=xe™*+2 (1 —e™). 1 —x ¥ 0 _
f'xX)=1x2-eH+x-1)e*=2-e"+xe —-e" e (1-—x). + 0 —
=xe +2(1—¢). v audessus ~ au dessous
b) En déduire que, pour tout réel x strictement positif, f '(x) > 0. de A de A

xe >0 }d S 42(1-eM>0
2(1-¢%>0 oncx e (1-¢)

¢) Préciser la valeur de f '(0), puis établir le tableau de variations de f.

£'0)=0xe’+2(1-¢e"=0.

3° A I’aide d’une intégration par parties, calculer I’aire, exprimée en cm” , du domaine plan limité par la courbe 7, la droite A et
les droites d’équations x =1 et x = 3.

Sur[1,4] ~ estaudessous de A

l'unité graphique est de 2 cm donc l'aire cherché est égale a : X 0 +o0
f142 (x —2 - f(x)) dx x 4. signede f'] 0 -
.‘/=4><f14—e_"+xe_"dx=—4Xf14e_xdx+4><f14xe_xdx f 71/'+°°

On calcule f14 x € " dx a l'aide d'une intégration par partie.

u(x)=xetu'(x)=1 x e x 41 ot
V'(x)=eXetv(x)=—e"}d0ncf14xe dx=[-xe ]1_f14(_e Ydx=—4e*+e'—[e K

——4et+e'—et+e'=—5¢e"+2¢"!

x4 _ _ _ _ _
S =Ax[eX][tax(-5et+2e ) =4e 4 20 +8e =~ 16c " +4c
4° a) Déterminer le point A de " ou la tangente & Z” est paralléle a A.
Latangente en A a ~ est paralléle a A si et seulement si f'(a) =2
f'X)=2 = xe " +t2(1-e¢")=2=e"(x-2)=0 = x=2.
f(2Q)=2-e’etA(2,2-¢"
b) Calculer la distance, exprimée en cm, du point A a la droite A

liser d la formule d d [axbyare]
Remarque : on peut utiliser directement la formule du cours : d(A, A) = \/272
a“+b

ou I'équation de A est : a x + b y + ¢ = 0 ou bien la retrouver.
Equationde A: 2 x— y—2=0. Soit H le projeté orthogonal de A sur A.

B, 2

AH=k & oﬁﬁ(_ljestun vecteur normal de A.
4 | AH. &
AH.fi=k | f|PetAH=|k|x| | =R
H O A donc 2XH—yH=2etd0nc|/&Dﬁ-m=|2(XH—XA)—(YH—YA)|=|2_2XA+YA|=|2XA—YA—2
[2xa—ya-2| [2x2-2+e?-2| 2.

Y = .onadonc AH=0,12 cm
1742 A5 5

et donc d(A,A)=AH=



Variante plus "analytique"

Le projeté orthogonal de A sur A a ses coordonnées qui vérifient :

{2x—y—2=0carHDA

2(y—ya)— (= 1) (x —x4) = 0 car AH et i colinéaires

{2x—y—2=0 {2X—y—2=0 {y=2x—2 {X=2—2e2/5
2(y—-Q2-e?)+x-2=0 " |x+2y-6-2¢2 7 |x+4x-4-6-2¢2" |ly=2-4¢75

o 2-2€75-2 ) 4(_262/5) B NG
2\‘DH(2—4<3‘2/5—2+¢‘2 donc AH /5 etAH—x/4+1x?— z

(S

\)
N

[y

X

EXERCICE 4 5 points



On dispose d’un dé cubique équilibré dont une face porte le numéro 1, deux faces portent le numéro 2 et trois faces portent le
numéro 3. On dispose également d’une urne contenant dix boules indiscernables au toucher, portant les lettres L, O, G, A, R, I, T,
H, M, E (soit quatre voyelles et six consonnes). Un joueur fait une partie en deux étapes :

Premiére étape : il jette le dé et note le numéro obtenu. Deuxiéme étape :

¢ si le dé indique 1, il tire au hasard une boule de I’urne. Il gagne la partie si cette boule porte une voyelle et il perd dans le cas
contraire.

¢ si le dé indique 2, il tire au hasard et simultanément deux boules de I’urne. Il gagne la partie si chacune de ces deux boules porte
une voyelle et il perd dans le cas contraire.

* si le dé indique 3, il tire au hasard et simultanément trois boules de I’urne. Il gagne la partie si chacune de ces trois boules porte
une voyelle et il perd dans le cas contraire.

A la fin de chaque partie, il remet dans ’urne la ou les boules tirée(s). On définit les événements suivants :

D1 : «le dé indique 1 » D2 : «le dé indique 2 »

D3 : «le dé indique 3 » G: «la partie est gagnée ».

A et B étant deux événements tels que p(A) # 0, on note p,(B) la probabilité de B sachant que A est réalisé.
1° a) Déterminer les probabilités pp;(G), pp2 (G), et pp3(G)

Si D1 est réalisé alors il tire au hasard une boule de 1’'urne et gagne la partie si cette boule porte une voyelle :

4 2
i@ =1575

Si D, est réalis¢ alors, il tire au hasard et simultanément deux boules de 1’urne et gagne la partie si chacune de ces

4 . .. ) 10 .
deux boules porte une voyelle. Il y a alors (2j maniéres de choisir deux voyelles parmi quatre et ( 2 j maniéres de

)
choisir deux boules parmi huit : Ppy(G) = ( 2) 4x3 2

10) S 10x9 15
2
Si Ds est réalis¢ alors il tire au hasard et simultanément trois boules de I’urne et il gagne la partie si chacune de ces

4 10
trois boules porte une voyelle. Il y a alors (3) manieres de choisir trois voyelles parmi quatre et ( 3 ) manieres de

)
choisir deux boules parmi huit : Ppy(G) = (130) = 140xx39xx28 =3—10

3

b) Montrer alors que p(G) = %

Le dé posséde une face qui porte le numéro 1, deux faces qui portent le numéro 2 et trois faces qui portent le

numéro 3. On a donc p(D) = % , p(Dy) = % et p(Ds) :%

D = 2 1 1
p( 1N G) p(Dl) X PDI(G) :g X g _—15
D - P 2.2 2
P(D2 1 G)=p(Da) DZ(G)_EXE T 45
D = 1 3 1
p(Ds 1 G ) =p(Ds) X Pos(@) =35 % ¢ =5

1.2, 1 _12+48+3 23
154560 180 180

P(G) =

2° Un joueur a gagné la partie. Calculer la probabilité qu’il ait obtenu le numéro 1 avec le dé.

GnD)_ 115 _ 1 180_12
p(G)  23/180 15 23 23

pc(Dy) = o



3° Un joueur fait six parties. Calculer la probabilité qu’il en gagne exactement deux et en donner une valeur arrondie 4 107 prés.
Quel nombre minimal de parties un joueur doit-il faire pour que la probabilité d’en gagner au moins une soit supérieure a 0,9?

Une partie est une épreuve de Bernouilli de paramétre p = p(G) = %
La variable aléatoire X qui représentent le nombre de parties gagnées lors de la répétition de 6 épreuves

o e e \ 23
indépendantes de Bernouilli suit une loi binomiale de parametre 6 et —~

130
6Y(23 V2 (, 23}
p(X=2)=(2)(180j x(l_lso) =001

Soit E 1'événement "gagner au moins une partie"

6 6
I'événement contraire E est " ne gagner aucune partie" et p (%) = (1 — %} = %
157)° 157" 157 In (0.1)
P(E)209 « 1- (180) 20.9 = (180) <01 ~nxln (180) < @) = 127757 " 180
157\ _
car In (180) =In157-1n 180<0
In (0,1)

m157 _In180 108

11 doit faire au moins 17 parties pour gagner au moins une fois avec une probabilité de 0,9.



