Asie juin 2005 Complexe 5 points

Réservé aux candidats n’ayant pas choisi I’enseignement de spécialité

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O,U,V) (unité graphique 1 cm).
On considére dans I’ensemble des nombres complexes, 1’équation (E) d’inconnue z suivante :
Z2+H-8+i)Z2+(17-8i)z+17i=0.

I. Résolution de 1’équation (E).

1° Montrer que —i est solution de (E).

2° Déterminer les nombres réels a, b, c tels que :

2+ (-8+1D)Z2+(17-8i)z+17i=(z+)(az+bz+c).

3° Résoudre I’équation (E) dans I’ensemble des nombres complexes.

II. On appelle A, B et C les points d’affixes respectives 4 +1,4 — 1, — 1.

1° Placer les points sur une figure que I’on complétera dans la suite de I’exercice.

2° Le point Q est le point d’affixe 2. On appelle S I’'image de A par la rotation de centre Q et d’angle de mesure n

2
Calculer I’affixe de S.
3° Démontrer que les points B, A, S, C appartiennent a un méme cercle ~ dont on déterminera le centre et le
rayon. Tracer v .
iz+10—-2i
z—2
a) Déterminer les affixes des points A', B', C' associés respectivement aux points A, B et C.
b) Vérifier que A', B', C' appartiennent a un cercle ~ 'de centre P, d’affixe i. Déterminer son rayon et tracer ~ .
¢) Pour tout nombre complexe z' = 2, exprimer | z' — 1 | en fonction de z.

4° A tout point M d’affixe z # 2, on associe le point M' d’affixe z' =

d) Soit M un point d’affixe z appartenant au cercle ~ . Démontrer que | z' — 1| =2 \/g .
e) En déduire a quel ensemble appartiennent les points M' associés aux points M du cercle .

CORRECTION




Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O, i, V) (unité graphique 1 cm). On considére dans I’ensemble des

nombres complexes, I’équation (E) d’inconnue z suivante :z° +(- 8 + i)z + (17 - 8i)z+ 17i= 0.

I. Résolution de I’équation (E). 1° Montrer que —i est solution de (E).

i)Y +8+i) (i) +(17-81)(—i)+17i=i+8—-i—-17i—-8+17i=0

2° Déterminer les nombres réels a, b, ctels que : z + (—8 +i) Z + (17— 8i)z+17i=(z+) (az + b z +¢).

Par identification que peut voir quez> =az et 17i=icdonca=1etc=17

2+(8+D) 22+ (17-81)z+17i=(z+)(Z +bz+17)

e Z2+(8+1)Z2+(17-8i)z+17i=2+bZ+ 17z +i2+ibz+17i

Onadonc —8+i=b+ietl7—-8i=17+1ibc'estadireb=-38.

2+(8+) 22+ (17-81)z+17i=(z+1)(Z*-8z+17)

3° Résoudre I’équation (E) dans I’ensemble des nombres complexes.

2+(-8+1)Z2+(17-81)z+17i=0 = z+i=00uz’-8z+17=0

Résolutionde 22—~ 8 z+17=0:

8+21
2

Onadonc:Z +(—8+1)Z2+(17-81)z+17i=0 « z=—iouz=4+iouz=4—1i

L'ensemble des solutions Sestdonc : S={—1,4+1,4—1}

II. On appelle A, B et C les points d’affixes respectives 4 + i, 4 — i, — i.
1° Placer les points sur une figure que I’on complétera dans la suite de ’exercice.

A=8"—4x17=—4=(21)> les solutions sont donc z, = =4+iectz,=4-1

2° Le point Q est le point d’affixe 2. On appelle S I’image de A par la rotation de centre Q et d’angle de mesure’z—-[.

Calculer I’affixe de S.

On sait que l'écriture complexe de la rotation de centre Q d'affixe w et d'angle O est :

z'—w=¢e" (z-w)

Donc l'écriture complexe derest:z'—2=¢™ (z—2) clestadirez' =2 +i(z—2) + 2.
Onadonczs=(4+i1-2)i+2=21i-1+2=1+21.

3° Démontrer que les points B, A, S, C appartiennent 2 un méme cercle Z° dont on déterminera le centre et le rayon. Tracer 7 .
On sait que QA = QB donc Q est sur la médiatrice de [SA].

xqo = 0 donc Q est sur la médiatrice de [AB]. le centre du cercle circonscrit a ABC est donc le point Q
QA=|za-za|=]4+i-2]=/5=QS= QBetQC=|-i-2|=1/5

v est donc le cercle de centre Q de rayon \/g



10—
4° A tout point M d’affixe z # 2, on associe le point M ' d’affixe z' = %

a) Déterminer les affixes des points A', B', C' associés respectivement aux points A, B et C.

_i(@4+)+10-2i_4i-1+10-2i_(9+2i)(2—i)_18-9i+4i+2

' 4+i-2 2+i 2751 5 =4-1
,1(4-1)+10-2i 4i+1+10-21 (A1+21)2+i) 22+11i+4i—-2 :

=T 4 o 2_i St 5 —4+3i
CiED)H10-20 1+10-27 (11-2i)(-2+1) —22+11i+4i+2 .

=TT 4“2 2+ir 5 BERREE

b) Vérifier que A', B', C' appartiennent a un cercle 7' de centre P, d’affixe i. Déterminer son rayon et tracer 7',

PA'=|4—i—i|=|4-2i|=\[16+4=2~[5;PB'=|4+3i—i|=]4+2i=24/5;

PC'=|-4+3i-i|=|-4+2i=2+/5;PC'=PA'=PB'=24/5.

¢) Pour tout nombre complexe z ' =2, exprimer | z' — i | en fonction de z.

iz+10—21 . iz+10-2i—iz+2i 10
z—2 -1 z—2 z—2

:L
|z-2]

d) Soit M un point d’affixe z appartenant au cercle Z° . Démontrer que |z'—i|=2 \/g

SiM [ ~ alors QM=\/§ c'este‘ldire|z—2|=\/§¢0.

|z'—1|=

Onsaitque:|z'—i|=,zl_02 ‘.Onpeutdoncdireque:|z'—i|=\%=2\/§.

e) En déduire a quel ensemble appartiennent les points M ' associés aux points M du cercle Z .

SiMO ~ alorsPM'=]z'—i\=2\/§alorsM'D !




