Antilles—Guyane septembre 2000

1° Pour tout nombre complexe z, on considére f (z) =z'— 102’ + 382 — 90 z + 261.

a) Soit b un nombre réel. Exprimer en fonction de b les parties réelle et imaginaire de f (i b).

En déduire que 1’équation f (z) = 0 admet deux nombres imaginaires purs comme solution.

b) Montrer qu’il existe deux nombres réels a et 3, que 1’on déterminera, tels que, pour tout nombre complexe z,
f(z)= (22 +9) (Z* +a z+P).

¢) Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes 1’équation : f (z) = 0.

2° Le plan complexe P est rapporté a un repére orthonormal.

a) Placer dans le plan P les points A, B, C et D ayant respectivement pour affixes:a=31i,b=—-31i,c=5+21iet

d=5-2i.

b) Déterminer 1’affixe de I’isobarycentre G des points A, B, C, D.

c¢) Déterminer I’ensemble E des points M de P tels que : || MA + MB + MC + MD || =10.

Tracer E sur la figure précédente.

CORRECTION




1° Pour tout nombre complexe z, on considére f (z) =z* — 10 2° + 38 22 — 90 z + 261.
a) Soit b un nombre réel. Exprimer en fonction de b les parties réelle et imaginaire de f (i b).
En déduire que I’équation f (z) = 0 admet deux nombres imaginaires purs comme solution.

fib)=(@b)*—10(ib)* +38(ib)>*~90(1b)+261 =b*+10ib>—38b>—901ib + 261
=b*—38b°+261 +i(10b>—90b)
b*—38b*+261=0 {b=0

N 4 2 : 3 —
f(bi)=0 = b*—38b*+261 +i(10b>~90b)=0 @{ 0B —90b=0 0'_ 38 x 02 + 261 — 0 OY

{b2=9 {b=3 { P b=3oub=-3
b*-38b7+261=0 7 [3*-38x37+261=0°"[(-3)"-38 x(=3)’ +261 ~ P OUP T

L'équation f(z) = 0 admet deux solutions imaginaires pures : 3iet—3 1.

b) Montrer qu’il existe deux réels a, B, que I’on déterminera, tels que, pour tout nombre complexe z, f (z)=(zz+9)(z2+az+z[3).
f(z) = 0 admet deux solutions imaginaires pures : 3 i et — 3 i donc f(z) est divisible par (z—-3 1) (z+31)=z" +9
Z'—102 +3822-90z+261=(Z+9)(Z+az+p)

o' =102 +3822-90z+261=2'+aZ+BZ+922+90az+9z+9P

1=1 a=-10
—10=o B=38-9 o 10
o< 38=B+9 <<% 9-90=9x(—10) - 820 °
~90=9a+9 g 261
261 =9 9

Z'—102 +3822-90z+261=(z"+9) (2 —10z+29)

¢) Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes I’équation : f (z) = 0.
f(z)=0 = Z2+9=00uz’—10z+29=0.

Résolution de z° — 10 z+ 29 = 0.

A=10*—4x29=—16= (4 1) les solutions sont donc : z; = 10;4 -

=5-21etz,=5+21.

Résolution de 22 + 9 =0.
22+9=0 22=-9 = z=3jouz=-31
f(z)=0 = z=31iouz=-31iouz=5-2iouz=5+2i. S={31,-31,5+21,5-21}
2° Le plan complexe P est rapporté a un repére orthonormal. a) Placer dans le plan P les points A, B, C et D ayant pour affixes :
a =3i, b =-3i, c = 5+2i et d = 5-2i. b) Déterminer I’affixe de I’isobarycentre G des points A, B, C, D.
; :ZA+ZB+ZC+ZD:3i—3i+5+21+5—2i:§
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c Déteerniner l’Densemele E des pjoints M de P tels que : || MA + IQ/IB +MC + 15'4”15 [| =10. Tracer E sur la figure précédente.
MA +MB + MC + MD = 4 MG

- 5
MOE < [|[4MG|=10 = MG==.

4

U]N

E est le cercle de centre G de rayon 5




