Nouvelle Calédonie nov 2004. 5 points Commun a tous les candidats

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal direct (O,U,V) on considére I’application f du plan dans
lui-méme qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M' d’affixe z' telle que : z' =7" — 4 z.

1° Soient A et B les points d’affixes zy =1 —ietzg=3 +1i.

a) Calculer les affixes des points A' et B' images des points A et B par f.

b) On suppose que deux points ont la méme image par f. Démontrer qu’ils sont confondus ou que I’un est I’image
de ’autre par une symétrie centrale que 1’on précisera.

2° Soit I le point d’affixe — 3.

a) Démontrer que OMIM ' est un parallélogramme si et seulement si z> — 3z +3 =0.

b) Résoudre I’équation 2 — 3 z + 3 = 0.

3¢ a) Exprimer (z' +4) en fonction de (z — 2). En déduire une relation entre | z' +4 | et | z— 2 | puis entre arg(z' + 4)
et arg(z — 2).

b) On considere les points J et K d’affixes respectives z; =2 et zg = — 4.

Démontrer que tous les points M du cercle (C ) de centre J et de rayon 2 ont leur image M' sur un méme cercle que
I’on déterminera.

¢) Soit E le point d’affixe zg = —4 — 3 1.

Donner la forme trigonométrique de (zg + 4) et a I’aide du 3° a) démontrer qu’il existe deux points dont I’image par
fest le point E.

Préciser sous forme algébrique I’affixe de ces deux points.
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Nouvelle Calédonie nov 2004. Commun a tous les candidats 5 points
Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal direct (O, U, V) on considére Papplication f du plan dans lui-méme qui, 2
tout point M d’affixe z, associe le point M ' d’affixe z ' telle que : z ' = 2> — 4 .
1° Soient A et B les points d’affixes z, =1 —1i et zg =3 +i. a) Calculer les affixes des points A' et B ' images des points A et B par f
za=1-i) -4(1-1)=1-2i+1"-4+4i=1-2i-1-4+4i=-4+21
5=+ -4@B+)=9+6i+1"-12-4i=9+6i—-1 —12-4i=—4+2i
b) On suppose que deux points ont la méme image par f. Démontrer qu’ils sont confondus ou que I’un est I’image de ’autre par
une symétrie centrale que I’on précisera.
2'=2" > 720 —-471=2" 420 > 21°—42 - 2" +42,=0 = (z1—-2)(z1+22)—4(z1—22)=0
V4| + V%)
5 2
M; et M, sont donc soit égaux soit symétrique par rapport au point d'affixe 2.
2° Soit I le point d’affixe — 3. a) Démontrer que OMIM ' est un parallélogramme si et seulement si z —3 z+3 =0.
OMIM' est un parallélogramme si et seulement si OM = M1 c'est a dire si et seulement siz—0=—3 —z".
2-0=-3-2"©2z+3+42'=0w z+34+2°-42=0 < 22-32+3=0.

b) Résoudre ’équation 22 —3z+3 =0.
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3° a) Exprimer (z ' +4) en fonction de (z — 2). En déduire une relation entre |z'+ 4 | et | z— 2 | puis entre arg(z ' + 4) et arg(z — 2).
z'+4=72"—4z+4=(z-2)" .Onadonc:|z'+4|=|z—2 | etarg(z'+4)=2 xarg(z - 2).
b) On considére les points J et K d’affixes respectives z; =2 et zx = — 4. Démontrer que tous les points M du cercle (C ) de centre J
et de rayon 2 ont leur image M ' sur un méme cercle que ’on déterminera.

Si M est sur le cercle (C) alors IM =2 alors | z—2 | = 2. on sait que KM'=| z' + 4 |=4/| z— 2 | donc KM' 2\/5
¢) Soit E le point d’affixe zg = — 4 — 3 i. Donner la forme trigonométrique de (zg + 4) et a I’aide du 3° a) démontrer qu’il existe
deux points dont I’'image par f est le point E. Préciser sous forme algébrique I’affixe de ces deux points.

ze+4=-31i=3¢"'™  Soit G un point du plan. On a : f(zg) = z& = zg' = z.
On sait que (zg'+ 4) = (zg — 2)” on a donc :

f(ZG)=ZE id ZG'+4=ZE+4

= (zg-2y=3¢'™

e (2Z1-22)(z1+22-4)=0< z,—2=00uz +2,-4=0 < z1=270u

A=9 -4 x3=—-3 les solutions sont donc : z; = etz, =

lzg—-2=3
TU
2><arg(zG—2)=—§ [2T]
|z6-2|=1/3
It It
arg(zG—2)——Z [2T[]ouarg(zG—2)——Z+n [2m]

= 76=13 ) ouzGZ\/g AR )
On trouve bien deux points dont I'image par f est le point E.

etZZZ’\/g e3im4+2=\/§(—lzé+i 22 +2=3@—i32&



