Réunion juin 2004. 6 points
On désigne par fune fonction dérivable sur R et par f' sa fonction dérivée.
Ces fonctions vérifient les propriétés suivantes :
(1) pour tout nombre réel x, (f'(x))* — (f (x))* = 1,
() £'(0) =1,
(3) la fonction f' est dérivable sur R .
1° a) Démontrer que, pour tout nombre réel x, f'(x) # 0.
b) Calculer f (0).
2° En dérivant chaque membre de 1’égalité de la proposition (1), démontrer que :
(4) pour tout nombre réel x, f"(x) = f (x), ou f" désigne la fonction dérivée seconde de la fonction f.
3°Onpose:u=f"+fetv=1"—f.
a) Calculer u(0) et v(0).
b) Démontrer que u'=uetv'=—v.
c¢) En déduire les fonctions u et v.
X e—X

d) En déduire que, pour tout réel x, f (x) = eT

4° a) Etudier les limites de la fonction f en + o et en — .

b) Dresser le tableau de variations de la fonction f.

5° a) Soi tm un nombre réel. Démontrer que 1’équation f (x) = m a une unique solution o dans R .

b) ]géterminer cette solution lorsque m = 3 (on en donnera la valeur exacte puis une valeur approchée décimale a
10 ~ pres).
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1°a) f'(x))* =1+ (f(x))* = 1

b) (£'(0))* = (f(0))* = 1 donc 1* — (f(0))* = 1 donc £(0) = 0.

2°2 f'(x) x f"(x) — 2 f(x) X f(x) =0. On a donc : 2 f'(x) (f"(x) — f(x)) =0
comme pour tout réel x f'(x) # 0 on a . pour tout réel x, f"(x) = f(x).
3°a)u(0)=1'0)+f(0)=1+0=1etv(0)=1'(0)-f(0)=1-0=1.
byu'=f"+f'=f+f'=u

vi=f'"—f'=f-f'=-—v

c¢) u est de la forme x «o- C e* et comme u(0)=1onaC=1

v est de la forme x oo~ C e ™ et comme v(0)=1onaC=1.

d) pour tout réel x on a :

f'(x) + f(x) = e X e
= f(x) +f(x) =¢" — i . X —00 +00
{ Fx) — fix) = ¢ * = T HHx) =e’ —e ™ = f(x) == o _
4° a) thgm " =+ocoet Xlln}oo e =0donc thoo f(x) =+ 00 0o
lim ¢*=0et lim e™=-+co donc lim f(x)=— o ¢ /
- —® X - — X - —00 =

b) fest la somme de deux fonctions dérivables f'(x) = % (e*+e™>0

X —X

5°2) fx)=m = = _26

—mee—e*=2me e *-2me*—1=0.

On pose X =¢*
X*-2mX-1=0.
A=Q2m)y-4x(-1)=4m>+4>0.

_l’_ —\' 2
On a donc deux solutions :a1—2m 2 \/ +let0,=m \/
Onadonce’*-2me*—1=0 = ¢ =m+\/mz+10uex=m—\/mz+1

1'équation e* = k admet une solution si et seulement si k est positif.
m—/m” + 1 <0 donc I'équation ¢* = m —+/m” + 1 n'a pas de solution

m +4/m” + 1 > 0 donc I'équation e = m ++/m” + 1 a une et une seule solution In (m ++/m" + 1)

2m

b
Remarque : 0 X 0 =— 2 5 0 donc les solutions sont de signes contraires.

b)Sim=3ona:f(x)=3 = x=In(3+~/37+1) =In (3 +/10) = 1,82.




