Amérique du nord mai 2004. 8 points
Commun a tous les candidats
Partie [

n
. . .. C e 1 . . opr . X
On donne un entier naturel n strictement positif, et on considére 1’équation différentielle : (E,) y'+y = 11 .

1° On fait I’hypothese que deux fonctions g et h, définies et dérivables sur IR , vérifient, pour tout x réel :
g(x)=hx)e™. )

a) Montrer que g est solution de (E,) si et seulement si, pour tout x réel, h'(x) = % .
b) En déduire la fonction h associée a une solution g de (E,), sachant que h(0) = 0.

Quelle est alors la fonction g ?

2° Soit ¢ une fonction dérivable sur R .

a) Montrer que ¢ est solution de (E,) si et seulement si ¢ — g est solution de 1’équation : (F) y'+y=0.
b) Résoudre (F).

c¢) Déterminer la solution générale f de 1’équation (E,).

d) Déterminer la solution f de I’équation (E,) vérifiant f (0) = 0.

Partie II

n
Le but de cette partie est démontrer que nlirgw Z % = ¢ (on rappelle que par convention 0 ! = 1).
k=0
1° On pose, pour tout x réel, fy(x) =e ™, fix) =x¢e .
a) Vérifier que f; est solution de I’équation différentielle : y' +y = fo.
b) Pour tout entier strictement positif n, on définit la fonction f, comme la solution de 1’équation différentielle
y'+y = f, vérifiant £,(0) = 0.

n
o . . . . X
En utilisant la Partie I, montrer par récurrence que, pour tout x réel et tout entiern = 1 : f,(x) = 1€ .
2. Pour tout entier naturel n, on pose: I, = flo fu(x) dx. (on ne cherchera pas a calculer I,,)

a) Montrer, pour tout entier naturel n et pour tout x élément de I’intervalle [0 ; 1], I’encadrement :
b) 0<fn(x) < % . En déduire que 0 < In < ﬁ , puis déterminer la limite de la suite (I,,).

-1

b) Montrer, pour tout entier naturel k non nul, I’égalité : Iy — I, 1 =—7~e ,

k!
puis déterminer la limite de la suite (I,,).

n
-1
c) Calculer I et déduire de ce qui précede que : [, =1 — Z E—!.
k=0

n

d) En déduire finalement : lim I

n - +oo k_!_

k=0

€.

CORRECTION




Partie A
n
] X —X
(En) y'ty=_7¢

n

x . . . . . X
1° g(x) =h(x) e " a) g solution de (En) si et seulement si pour tout réel x : g '(x) + g(x) = 1€
g(x)=h(x)e “donc g'(xX)=h'x) e *—h(x)e™

g'(x)+g(x)= % e' = h'x)e"—h(x)e*+h(x)e™= r>1(_ e’ = h'(x)= % (care ™ £0)

n n+l1

- . X .
b) h est donc une primitive de la fonction : x o 0l donc h estde la forme h : x «o- PR + ¢ ou ¢ est une
Xn-%—l ’ Xn-%—l ’
=4 = 1 1 = =
constante . h(x) CESY c et h(0) = 0 si et seulement si h(x) CESY etc=0.
n+1
X X

Onaalors: g(x)=h(x)e " = m e

—X

o . , . X
2° a) g solution de (En) donc pour tout réel x , g'(x) + g (x) = 1
¢ solution de (En) si et seulement si pour tout réel x, ¢ '(x) + ¢(x) = % e

¢ '(x)+9(x) =r)f—!e_x = 0'X+TP)=g'®+egx) = (9-2)'®)+(®-gx) =0

On a bien : ¢ solution de (En) si et seulement si ¢ — g solution de (F)
b) Les solutions de (F) sont de la forme :
x oo~ k e o k est une constante.
¢) ¢ solution de (En) si et seulement si ¢ — g solution de (F) si et seulement si il existe une constante k telle que
pour tout réel x ¢ (x) —g(x)=ke™

les solutions générales de (En) sont donc de la forme :
n+1

_ X =
xoo- ke +—————¢ " ouk estune constante
(n+1)!
n+1
d) Il faut déterminer la constante k telle que la fonction f: x <o~ ke ™ + (n+—1)' e " soit la solution vérifiant la
condition initiale donnée.
n+1 ntl

—X

f0)=0 - ke + 9=0 < k=0. la fonction f est donc définie sur R par : f(x) =

X
(n+1)!° (n+1)!°

Partie B

1°a)fo(x)=e“etfi (x)=xe "

Pour tout réel x , fi'(x) + fi (x) =e *—xe " +te ' =—x¢ " =1fy(X)

f est bien solution de I'équation : y '+ y =1;

b) .~ (n) : la solution f; de 1'équation différentielle y ' +y = f, | (x) qui s'annule en 0 est la fonction définie sur

R par: f, (x) :% e

Initialisation :
1

f est la solution de y ' +y =fo qui s'annule en O et f; (x) =x e * = % e

—X

La propriété .~ (1) est donc bien vérifiée.

Hérédité :

Si .~ (n) est vérifiée alors la solution f;, de I'équation différentielle y ' +y =f,; (x) qui s'annule en 0 est la
n

fonction définie sur IR par: f, (x) = % e

On cherche donc la solution de 1'équation différentielle y ' +y = f;,(x) qui s'annule en 0 c’est a dire la solution de

(En) qui s'annule en 0.
n+l

Dans la partie A on a vu que cette solution est la fonction f définie par : f(x) = ﬁ ¢ " c’est a dire la

fonction f,. La propriété .~ (n+ i) est donc bien vérifiée.
Conclusion : la propriété .~ (n) est héréditaire a partir de 1 donc elle est vérifiée pour tout entier n > 1.
2°a) Pourtoutréel x de [0, 1],0<e ™ <1



Comme pour tout réel x de [ 0, 1] X >0 on a donc pour toutréel x de [ 0, 1], 0 < fi(x) < %

1 n

On integre les inégalités sur [ 0, 1 ] et on obtient: 0 < [, < J % dx.

o n!

1 1 Xn-%—l 1 1 1

Onajo dx [ (n+1)} (n+1)'doncO_In_( ntD)!
k

. i
b) I — I = lf_' e “dx — j W e “dx = fol (fi(x) — fie1 (x)) dx

Par définition la fonction fi est solution de 1'équation différentielle y ' +y = fi;
On a donc pour tout réel x, fi '(x) + fi(x) = fi1 (x) et donc fk(x) fi1(x) =— fk'(x)

1
L—Lor=fi} (00— fir (0) dx=— [1 f'(x) dx = [~ fk(x)] =—fu) =-17 ¢!
Remarque : Un calcul direct de fi(x) — fx_; (x) ne donne rien.
k k-1 k-1
X x_ X . S C o
En effet fi(x) — fi1 (x) = (k BTENY ) = —(k— D1 (k 1) € ce qui, a priori, ne permet pas de conclure.
c)Io=f01 e “dx= [—e_x]0=—e +1
n
Démonstration par récurrence que pour tout entiern, [, =1 — Z %.
k=0
=
On définie la propriété¢ . (n): I,=1- Z e
Initialisation :
0
-1 671 efl —1
=1-¢ etl—zﬁzl—mﬂ—e
la propriété .~ (0) est donc vérifiée.
Hérédité :
o
Si la propriété¢ .~ (n) est vérifié alors I, =1 — Z %.
k=0
n | n+1 |
: _ 1 o1 o, N 1, e
Onavuque.In+1—In——(n+1)!6 donc I,.+1 =1, (n+1)!e 1 Zk! (n+1)!e 1 Zk!
k=0 k=0

La propriété .~ (n + 1) est donc vérifiée.
Conclusion :
La propriété .~ (n) est héréditaire a partir de n = 0 elle est donc vérifiée pour tout entier n.

n n n
—1 —1
d) nllmoo I, =0 donc nllrgw 1- Z % =0 donc nlirgw Z % =1 donc nlirgw Z % =e.
k=0 k=0 k=0



