PONDICHERY, 1994
On se propose de trouver une fonction f définie et dérivable sur l'intervalle ] 0 ; + oo [ , s'annulant pour x = 1 et
vérifiant la propriété :

pour tout x>0 ,x f'(x) -3 f(x)=3 Inx (E)
ou In désigne la fonction logarithme népérien.
1° Trouver toutes les fonctions polyndmes P du troisiéme degré telles que, pour tout x réel, x P'(x) — 3 P(x) = 0.
2° Soit une fonction f définie et dérivable sur l'intervalle ] 0 ; + oo [ telle que (1) =0 ; soit h la fonction définie
sur l'intervalle ] 0 ; + oo [ par la relation f (x) = x° h(x) .
a) Calculer h(1) .
b) Calculer f'(x) en fonction de h'(x) et de h(x) .

c¢) Montrer que f vérifie la propriété (E) si et seulement si, pour tout x>0, h'(x) = x% In x.
d) On suppose que f vérifie la propriété (E).
Montrer que h est définie sur l'intervalle ] 0 ; + oo [ par h(x) = fx ,[3—4 Intdt.

1

Déterminer h(x) a 1'aide d'une intégration par parties.
3° Montrer qu'il existe une fonction f et une seule, solution du probléme posé, et en donner l'expression.

CORRECTION




I°P(x)=ax’+bx*+cx+detP'(x)=3ax’+2bx+c

xP'x)-3P(x)=0 = x(3ax’+2bx+c)-3(ax’ +bx*+cx+d)=0
2b-3b=0

- 3ax’+2bx*+cx-3ax —-3bx*—3¢x-3d=0 = {C3CO P(x)=ax’
-3d=0

2° f(x) = x> X h(x)

a) f(1) = 1° h(1) donc h(1) = 0.

b) f'(x) =3 x* X h(x) + x° h '(x).

Ona:

f vérifie (E)

- Ox0]0,+toeo[,xf'(x)-3f(x)=31Inx

«0x0]0,+0 [, x(3x*xh(x)+x h'x))-3x h(x)=31Inx

- 0x070,+0[[3x°h(x)+3x h'(x)-3x*h(x)=3Inx

- DXD]O,+00[,h'(x)=—4—3LnX

. . . . o . 3Inx
on peut donc dire : f vérifie (E) si et seulement si h est une primitive de la fonction : x «o- =

d) Pour déterminer une primitive de x «oo- & In x on utilise une intégration par partie (hors programme bac
blanc)
—4+1

u(t)=lntdoncu'(t)=%etv'(t)=%etv(t)=3_t4+ T :_%5

x3 3 X (x( IY.1, Inx [ 77 Inx 1 1
Jl?rlntdt—[lntx(—zgﬂl—fl (—ijtdt—— 0 +[_4+J1—— 3 _3X3+3

3° f solution du probléme si et seulement si f est définie sur [ 0 ; + oo [ par : f(x) = x® x h(x) avec h primitive de

X 00 %—Xet h(1)=0c’estadireh : x co- fxt—%flntdt.
1
La seule solution du probléme est donc la fonction f définie sur ] 0 ; + oo [ par :

_ s Inx 1 1)_ 1, x
0 = (g ) de X




