Centre étranger juin 2005 EXERCICE 3 5 points

Soit ABCD un tétraedre tel que ABC, ABD et ACD soient trois triangles isoc¢les rectangles en A avec AB = AC =
AD =a. On appelle A, le centre de gravité du triangle BCD.

1° Montrer que la droite (AA) est orthogonale au plan (BCD).

On pourra par exemple calculer AA; . &% et AA, - BC J)

2° En exprimant de deux facons différentes le volume du tétracdre ABCD, calculer la longueur du segment [AA,].
3° On appelle G l'isobarycentre du tétracdre ABCD et I le milieu de [BC].

a) Montrer que G appartient au segment [AA;] et déterminer la longueur AG.

b) Déterminer I’ensemble des points M de 1’espace tels que

| MA + MB + MC +MD || =2 || MB + MC ||

4° Soit H le symétrique de A par rapport a G.

a) Démontrer que 4 %DA +AC + AD = BA.

b) Démontrer 1’égalité HC> — HD? = DC . BA .

¢) En déduire que HC = HD.

On rappelle que le volume d’une pyramide de hauteur h et d’aire de base associée b est : V = % b h.



Soit ABCD un tétraedre tel que ABC, ABD et ACD soient trois triangles isocéles rectangles en A avec AB = AC = AD = a. On appelle
A le centre de gravité du triangle BCD, 1° Moptrer gue la droite (AA1) est orthogonale au plan (BCD).

On pourra par exemple calculer AA;* CD et AA;* BC ))

(AB) est orthogonale aux droites (AC) et (AD) dc elle est orthogonale au plan (BDC) et a la droite (CD).

A est le centre de gravité du triangle BCD donc 3 AA| = AB + AC + AD donc AA, Z%AEB +%KC +%z&ﬂj
AR, .CD=1 AB.(D+5AC.CD+3AD.CD
L AC.(CA + AD) + 3 AD . (CA + AD)

=3

3 AC.CA +3 AD - AD car AC D AD
a2 a2

=—?+?=0

De méme : 3 AA;-BC=AB.BC+AC-BC=AB.-BA+AC-AC=-a"+a’=0
La droite (AA)) est orthogonale aux droite (CD) et (BC) elle est donc orthogonale au plan (BCD)
Variante analytique

On se place dans le repére (A; 1, j,K) ou 1 :éﬁg’ j= i ACetk = i AD.

Le repere est orthonormal on peut donc calculer des produits scalaires et des distances.
A(0,0,0),B(a,0,0),C0,a,0)etD(0,O0,a)

a/3 0-a 0
Al(a a a) Ona: AA;| a3 |, BC|a—0|etCD|0—a| etdonc:
3°3°3
a/3 0 a—0

2 2
AA; ﬁmcz—% %ZOet[iAl &b——%+%=o...

2° En exprimant de deux fagons différentes le volume du tétraéedre ABCD, calculer la longueur du segment [AA,].
La droite (AD) est orthogonale au plan (ABC) donc [ AD] est la hauteur issue de D du tétracde ABCD
V=%><f/(ABC) XAD—%X%XAB x AC XAD—K

La droite (AA)) est orthogonale au plan (BCD) donc [AA] est la hauteur issue de A du tétraéde ABCD.
BC=CD=BD =242

2
Le triangle BCD est équilatéral et donc .~/ (BCD) = i X a \/5 X a \/E = %E

2 2
V—l /(BCD) x AA, =% %ExAAlz%E

3002 23
Onadonc:a—Za 3><AA1doncAA1— 2i/— QE

6 6
Ici on impose la méthode il n'y a donc pas de variante analytique possible.

3° On appelle G l'isobarycentre du tétraédre ABCD et I le milieu de [BC].
a) Montrer que G appartient au segment [AA,] et déterminer la longueur AG.
Gbary |A B C D
1 1 1 1
1 et 3 sont de mém signe donc G [J [AA;]
Variante analytique

0+a+0+00+0+a+0 O+0+0+a)d G(a a a)

coordonnées de G ( 7 , 1 , 4 onc 4°4°4

a/4 a/3
AG| a/4 |et AA,| a/3 |donc AG =
a/4 a/3

Gbary |A A

donc par associativité du barycentre on a

AA donc G O [AA]

NG [O}



b) Déterminer ’ensemble des points M de I’espace tels que || 15'4”& + leffli + IQ/IDC‘ + ﬁfﬁ =2 R’f]i + ll\:/fC- I|

G bary ’1\ }f 1C ]1) donc MA + MB+MC+MD=(1+1+1+1)MG=4MG
Ona: MB +MC =2 MI ou I est le milieu de [BC]

Ol% a donDC : (5] ] (] 0 (]
|IMA+MB+MC+MD||=2||MB+MC| < [[4MG|=2]2 MI || = MG =ML
L'ensemble cherché est le plan médiateur de [GI]

Variante analytique (treés calculatoire et peu intérressante ici)

X X—a x—0 x—0
M(x , y ,z). On a alors : MA (y}ﬁ/ﬁ? (Y—OJ, MC (y—aJ etl\u/ﬁj(y—O}
z z—0 z—0 z—a
|MA+MB+MC+MD||=2||MB+MC| < ||[MA+MB+MC+MD I|?=4|MB+MC |
= (xtx-—at+x+x)+(ytyty-at+y +(@ztz+tz+z-a)=4(x-a+x)’+(y+ty-a)+(z+2)’
o @4x—a)Y+@y-al+@z-aY=4(Q2x-a)+Qy-al+Qz-a) < 1
o 16x*—8ax+a’+16y’—8ay+a’+16z —-8az+a’=4(@x*—4ax+ta +4y —day+ta’+4z°—daz+a’
- 16x*-8ax+16y'—8ay+16z2°—8az+3a’=16x"—16ax+16y —16ay+162°—16az+12a°
- 8ax+8ay+8az-9a’=0
L'ensemble cherché est le plan d'équation "8 ax +8ay+8az—9a’=0"

00~

4° Soit H le symetrlque de A par rapport a G. a) Démontrer que 4 GA + A C AD TA

4 GA = AA + BA + CA + DA donc 4 GA + AC + AD = AB + CA + DA + AC + AD = AB

Variante analythue
a
—=|+0+
4 X( 4) 0+0

—a
Onpose V =4 GA+AC+ADonaalors V' 4X(—%)+a+0 c'est a dire Df’[ 0 J
On a donc bien V' =BA .

. 0
4 x (— Z) +0+a
b) Démontrer I’égalité HC> — HD* = DC - BA . )
HC? - HD? = HC - HC - HD - HD = (HC — HD) - (HC + HD) = DC - (HC + HD) )
A est le milieu de [HG] d?ncﬁlfc+ﬁb=ﬁuA+AC+ﬁfA+Aﬁ=2 A+AC+AD=4GA+AC +AD = AB
On a bien HC> - HD* = DC - BA .
Variante analytique. (peu intéressante )

Coordonnées de H : AH =2 AG donc H ( aj

El

2°2°2
0-a2 —a/2 0-—a2 —a/2
ﬁlDC(a—aQ]doncﬁlDC( a2 J etleﬂj[o—a/ZJdoncﬁcb[—a/ZJ
a—a/2 - a/2a a—a/2 a/2a

2 2 2 2 2
2 2_a .2 a__a_ a _a

HE =HD = =4~ 4

On avu que DC . AB =0 on a donc bien . HC> - HD*=DC . AB

c) En dedulre que HC = HD.

Ona:HC?-HD*=DC . AB

On a vu que DC O AB donc DC - AB = 0.



