Centre étranger groupe 1, EXERCICE 2 (5 points )

On se propose d'é¢tudier une modélisation d'une tour de controle de trafic aérien, chargée de surveiller deux
routes aériennes représentées par deux droites de 1'espace.

L'espace est rapporté a un repére orthonormal (O; 1, j,K)d'unité 1km. Le plan (O; 1; J) représente le sol.

Les deux " routes aériennes " a contrdler sont représentées par deux droites (D) et (D,), dont on connait les
représentations paramétriques :

x=3+a x=05+2b
1 9y—-9+3a avecalR 7, :14+D avec b J R
z-=2 z=4-b

1° a) Indiquer les coordonnées d'un vecteur u; directeur de la droite “/; et d'un vecteur u; directeur de la droite
s

b) Prouver que les droites ~/; et “» ne sont pas coplanaires.

3° On veut installer au sommet S de la tour de contrdle, de coordonnées S (0 ; 4 ; 0,1), un appareil de
surveillance qui émet un rayon représenté par une droite notée (R). Soit . le plan contenant S et </ et soit %
le plan contenant S et 7, .

a) Montrer que 7, est sécantea .~ .

b Montrer que “/; est sécante a %5 .

¢) Un technicien affirme qu'il est possible de choisir la direction de (R) pour que cette droite coupe chacune des
droites | et 7 . Cette affirmation est-elle vraie ? Justifier la réponse.

CORRECTION
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On se propose d'é¢tudier une modélisation d'une tour de controle de trafic aérien, chargée de surveiller deux
routes aériennes représentées par deux droites de 1'espace.

L'espace est rapporté a un repére orthonormal (O; 1, j,K)d'unité 1km. Le plan (O; 1; J) représente le sol.

Les deux " routes aériennes " a contrdler sont représentées par deux droites (D) et (D,), dont on connait les
représentations paramétriques :

x=3+a x=05+2b
(Dy):9y—-9+3a avec allR (Dy):74+b avecb IR
z-=2 z=4-b
1° Indiquer les coordonnées d'un vecteur u; directeur de la droite (D) et d'un vecteur u; directeur de la droite (Dy)
1 2
1°a)u;| 3 |uz| 1 |b)ujet usnon colinéaires.
0 -1

b) Prouver que les droites (D,) et (D,) ne sont pas coplanaires.
MO ~; n 7, si et seulement si il existe deux réels a et b tels que :

x=3+a x=0,5+2D

y=9+3acetiy=4+Db

z=2 z=4-Db

(x=3+a (z=2 (z2=2
y=9+3a b=2 b=2

9 ZX:20,5+2b=>< z:is = 3 122,5 = 6%#9+ 3 x1,5donc il n'y a pas de point
y=4+b 45=3+a I,5=a

L.z=4-Db \.6=9+3a L6=9+3x1,5

d'intersection. “~; et 7/, ne sont si sécantes ni coplanaires.

2° On veut installer au sommet S de la tour de controle, de coordonnées S (0 ; 4 ; 0,1), un appareil de surveillance qui émet un
rayon représenté par une droite notée (R). Soit (P;) le plan contenant S et (D) et soit (P,) le plan contenant S et (D,).

a) Montrer que (D,) est sécante a (Py).

Les plans . et . », ont un point commun S. Ils ne sont pas confondus (7| et ©, ne sont pas coplanaires) ils
sont donc sécants. Soit A la droite intersection.

A et 7/, sont coplanaires donc soit sécantes soit paralleles.

On démontre par I'absurde que A et “/; ne sont pas parall¢les.

2
SiAet 7/, sont paralléles alors Uiz | 1 | est un vecteur directeur de A
—1
x=3+2c¢
Une représentation paramétrique de Aest: { y=4+c¢
y=0,1-c¢
On ¢étudie l'intersection des droites ~/; et A
(x=3+a ((z=2 (z=2
y=9+3a =-1,9 =-1,9
z=2 y=2,1 y=2,1
) x=3+2c¢c °~ ) =-0,8 = 9 =-0,8
y=4+c¢ 3+a=-0,8 a=-3,8
Ly=0,1-c¢c L9+3a=2,1 L9+3x%x(-3,8)=2,1

9 -3 x3,8#2,1 donc le systeme n'a pas de solution donc A et | ne sont pas sécantes.
A et 7| sont coplanaires (contenues dans le plan .~ ) et elles ne sont ni sécantes ni paralléles (~, et ~/| ne
sont pas paralléles ) ce qui est absurde.

Aet 7/ se coupent donc en M, qui est le point d'intersection de “; avec . 7 .



Variante analytique 1

On cherche un vecteur normal de .

Pour cela on cherche deux vecteurs non colinéaires de . 74

Soit A (3,9,2)pointde © ;doncde .~ etS(3;4;0,1)point de .

3-3 0
KS[ 4-9 J donc KDS( -5 Jest un vecteur de .
0,1-2 -1,9

1
15{3 est un vecteur directeur de “; c'est donc un vecteur de .~
0

o< ., .
AS et u; sont deux vecteurs de . ~; non colinéaires.

—5b-19¢=0 {33"

c=— b

a
nj [b} vecteur normal de ., < { a+3b=0 159

C

57
Par exemple pourb=-19 ona:a=27etc=50 nj { 19]
50

2
V5 [ 1 J est un vecteur directeur de “~»
-1

"/, et .| sont secants si et seulement si U et nj ne sont pas orthogonaux
W-n=57%x2+1x(=19)+(-1)x50%#0

ﬁ“z et erl ne sont pas orthogonaux donc 7 et .4 sont secants

Variante analytique 2
On peut aussi calculer les coordonnées de M,
Equation du plan .~ :

57

On a vu que nj ( 19} est un vecteur normal de . 7
50

Equationde .7} :57x—19y+502z=57%x3-19x9+50%x2 < [57x—19y+50z=100|

Intersection de .~ et “ :

x=0,5+2Db
M; O 5, n .~ sietseulement si il existe unréel atel que: 57 x—19y+50z=100ety y=4+b

z=4-b
Calculdeb:57><(O,5+2b)—19><(4+b)+50x(4_b)=1004:.b:_%

Une seule valeur de b convient donc l'intersection de “~; et . ; est le point M, ( % R % , %)



b) Montrer que 2/, est sécante a P .

On démontre par I'absurde que A et “/| ne sont pas parall¢les.

1
SiAet 71 sont paralléles alors uj [3] est un vecteur directeur de A
0
x=3+c
Une représentation paramétrique de Aest: Y y=4+3¢
z=0,1
(x=0,5+2b (b=3,9 (b=3,9
y=4+b x=28,3 x=28,3
e e . . . z=4-Db y=179 y=179
On étudie l'intersection des droites “/5 et A 3 x=3+c = 3 z=0.1 - 3 z=0,1
y=4+3c¢c 8,3=3+c c=35,3
L z=0,1 \79=4+3c¢ L79=4+3x53

7,9 #4 + 3 x 5,3 donc le systeme n'a pas de solution donc A et ', ne sont pas sécantes.

A et 7, sont coplanaires (contenues dans le plan ., ) et elles ne sont ni sécantes ni paralléles (~, et ~/| ne
sont pas paralleles ) ce qui est absurde. A et ~| ne sont donc pas paralléles elles sont sécantes

Aet 7/ se coupent donc en M, qui est le point d'intersection de “/; avec .75 .

Variante analytique 1
On cherche un vecteur normal de ., Pour cela on cherche deux vecteurs non colinéaires de . 7

Soit B (0,5 ;4 ;4)pointde ~» doncde .», etS(3;4;0,1)point de . »,

3-1/2 2,5 2
BS| 4-4 |donc BS| O |et 3y 1 |sontdeux vecteursnon colinéaires de .

1/10 -4 -3.9 -1
azﬁc
|2 25a-39¢=0 25
n, | b | vecteur normal de ., < Yatbh_c=0 < 53
¢ b=-3Cc
25
39
Par exemple pour c =25 ona:a=39etb=-53. ny| —53 |est un vecteur normal de %
25

1
ﬁ{ 3] est un vecteur directeur de “
0

“1 et ., sont secants si et seulement si uj et > ne sont pas orthogonaux
ﬁ]-ﬁ‘2=39xl+(—53)x3+25><0¢0

ﬁ] et er2 ne sont pas orthogonauxdonc “ et .74 sont secants

Variante analytique 2
On peut aussi calculer les coordonnées de M,
Equation du plan ., :

57
On a vu que n; { 19] est un vecteur normal de .
50
Equation de . /5 : 39X —53y+252=39%0,5-5325x4+25%x4 < [39x—53y+252+92,5=0)|
x=3+a
M, O /1 n ., sietseulement si il existe unréel atel que: 39 x—53y+25z+92,5etyy=9+3a
z=2
Calculdea:39(3+a)—53(9+3a)+25%x2+925=0 < az—%—z
. . . ) 19 57
Une seule valeur de a convient donc l'intersection de 7/ et . »; est le point M, 16° 16" 2



¢) Un technicien affirme qu'il est possible de choisir la direction de (R) pour que cette droite coupe chacune des droites (D) et
(D,). Cette affirmation est-elle vraie ? Justifier la réponse.

¢) S, M, et M; sont sur A. 11 suffit de prendre A comme direction. Aet ©/; se coupent en M et Aet ~, se
coupent en M;.



