Liban - Série S - juin 2003
Probléme (11 points)

Partie A :Etude d'une fonction auxiliaire g

On considére la fonction g définie sur R par g(x)=2¢e*+2x -7

a) Etudier les limites de g en — o0 et + oo,

b) Etudier le sens de variation de g sur IR et dresser son tableau de variation.

c) Justifier que I'équation g(x) = 0 admet dans R une unique solution o telle que 094 < a <0941
d) Etudier le signe de g sur R

Partie B :Etude d'une fonction f

Soit f'la fonction définie sur R par f(x)= (2 x—-5)(1 —¢™*

Soit (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé unité Icm

1° a) Etudier le signe de f sur R

b) Etudier les limites de fen — o0 et + oo,

c) Calculer f(x) et vérifier que f(x) et g(x) ont le méme signe. Dresser le tableau de variations de f.

2
2° a) Démontrer que f(Q) = £22(;—_57L

2
b) Etudier le sens de variation de la fonction h : x oo~ — K—LZZ );__57

En déduire, a partir de I'encadrement de O obtenu dans la partie A, un encadrement d'amplitude 107" de f(a).
3° Démontrer que la droite (D),d'équation y = 2 x — 5,est asymptote a (C) en + o,

Etudier la position relative de (C) et (D)

Partie C. Etude d'une suite de rapports de distances

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, on considére les points A,, B, et C, d'abscisse n, appartenant
respectivement a l'axe des abscisses, a la droite D et a la courbe

. ol A R O T
Soit U, le réel défini par : U, = A.B,
a) Démontrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3,ona: U, = Zn-5_fn) n2— nS_—Sf =

Quelle est la nature de la suite (U,) ?
b) Calculer la limite de la suite (U,).
Pouvait-on prévoir ce résultat ?

CORRECTION




Partie A :Etude d'une fonction auxiliaire g On considére la fonction g définie sur R par g(x) =2 e* +2x-7
a) Etudier les limites de g en — oo et + co.

lim 2¢* =2%x0=0 et lim 2x—7=—ocodonc hm g(x)=—o
_ & X g x e _ T
gx)=e (2+2><ex 7e )On sait que lim + oo donc lm—lkooe"

X >+ X

On sait aussi que hm e =0onadonc lim 2+2 Xlx—7e =2et lim e* =+ o donc 11m g(x) =

X - + 0 X - + o c X —» + o

b) Etudier le sens de variation de g sur IR et dresser son tableau de variation. X |— o
Aty ' — X 4 X '

g est derlvablg sur Retg'(x)=2e¢" + 2. pour tout réel x e* >0 donc g '(x) > 0. / P

g est donc croissante sur R. g |

¢) Justifier que I'équation g(x) = 0 admet dans IR une unique solution o telle que 094 < a < 0941
La fonction f est continue et strictement croissante sur l'intervalle IR, hrn g(x)=—oo et lir£1 g(x) =+ oo d'apres
X - + oo

le théoréme des valeurs intermédiaires et son corollaire I'équation g(x) 0 admet une solution et une seule dans RR.
£(0,940) <0 < g(0,941) donc cette solution a est comprise entre 0,940 et 0,941.

d) Etufiier le sign‘e Qe gsur R X o a S
D'apres les variations de gon a : 0 n
Partie B :Etude d'une fonction f g(x) —
Soit f 1a fonction définie sur R par f(x) = (2 x — 5)(1 — ™) Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé unité 1cm
o a 0 .
1° a) Etudier le 51gne5de fsur R <] — oo 1 2.5 T o
2X—520«=x25 1-¢” - 0 + +
_ _ 2x-5 — — 0 +
l-e*20e=12e"=12-x< —1<x f m 0 0 m
b) Etudier les limites de f en — oo et + oo, (X) —

lim (2x- 5)——ooet 11m (1-e™) =-00 donc lim f(x)=+oc0

lim (2x-5)=+wet 11r£1 (1-e™=1-0=0donc lim f(x) =+ eo
¢) Calculer f '(x) et vérifier que f '(x) et g(x) ont le méme signe. Dresser le tableau de variations de f.
festdérivablesur Retf'(x)=2x(1-e )+ 2x-5)x(-(-e¥)=2-2e +2xe " -5¢"
=e*(2x-7+2€e)=¢"gx)
Pour tout réel x e * > 0 donc f'(x) est bien du signe de g(x)

2
2° a) Démontrer que f(a) = Qo-s)
2a-7
. ST a v a_1-2a
Onsaitque g(a)=0c'estadire2e” +2a—-7=0c'estadiree = 5
B 2 7-2a-2 20-5_(2a-5)
donc fl@)=Ra -5 (1-eH=Qa-5)|1- =QQa-5——"—7"—"=Qaua-5 =
Onadoncf(la)=2a-5)(1-e)=Q2a )( 7—2(:() 2a-5) T a 2a )2a_7 Yo7
2
b) Etudier le sens de variation de la fonction h : x 0o~ —%’;—__5%

En déduire, a partir de I'encadrement de a obtenu dans la partie A, un encadrement d'amplitude 10" de f(a).
h est dérivable sur ] — o0 ;3,5 [etsur]3,5;+ oo [
()= BX=DNX2x202x=5)-Qx=5x2 [y ["w 2,5 3,5 4,5 +
2x-7)" h'(x) + — -0+
_(2x-54Q2x-7)-22x-5)

_@x- 5)(8>§2X287)4x+10) / \ /

2x-7)°
(4x—18)(2x 5)
2x-7)"

Sur l'intervalle [ 0,940 ; 0,941 ] 0 ] — o0 ; 2,5 [ la fonction h est croissante.
0,940 <a < 0,941 donc h(0,940) < h(a) <h(0,941).
h(0,940) =— 1,901 et h(0,941) =— 1,899 donc — 1,9 < f(a) <— 1,8



3° Démontrer que la droite (D),d'équation y = 2 x — 5,est asymptote a (C) en + co. Etudier la position relative de (C) et (D)

fx)~(2x-35)=2x-5)(1-e¥-2x-5)=-Q2x-5)¢*

=2xe*+5e* X —® 2,5 + o
lim -2xe*=0= lim e* S-2x - 0 —
X > +oo X > too (C) estau (C)estau
donc ) ljr?m fx)-2x-5)=0 dessus de (D)  dessous de (D)

On peut donc dire que la droite d'équation y = 2 x — 5 est asymptote a (C).

f(x)—(2x—-5)=—(2x—-5) e “ete ™ est toujours positif donc f(x) — (2 x — 5) est du signe de 5 -2 x

Partie C. Etude d'une suite de rapports de distances Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, on considére les points A,, B, et C,

C,B

d'abscisse n, appartenant respectivement a I'axe des abscisses, a la droite D et a la courbe #” Soit U, le réel défini par : U, =-"""a)

A,B,
r . e r by — — .
Démontrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égala 3,ona: U,= 2n-5-fm) n2 nS_ Sf L Quelle est la nature de la suite (U,) ?

Ay(n,0),Byn,2n-5)etC, (n, f(n)). AyBh=|2n-5|=2n-5pourn=3
CiBh=|fn)—2n-5)|=2n-5—-f(n)carsur[2,5;+ 00 [f(x)—(2x—-5)<0

On a donc bien Un=MEl
2n-5
2n—5-fln) 2n-5-@2n-5(1-e"_@2n-5e"_ _n:(l)n
2n-5 2n-5 2n-5 ° (e

. . g . 1
La suite (U,) est une suite géométrique de raison .

b) Calculer la limite de la suite (U,). Pouvait-on prévoir ce résultat ?

<1 doncn Enlen=0.

On sait que la droite (D) et la courbe (C) sont asymptotes donc lim CBy=0= lim 2n—-5— f(n)

Onaaussi lim A,B,= lim 2n—5=+o0donc lim CiBn _ 0.
n — +oo n - +oo na+°°Aan




