juin 2005 La Réunion Exercice 5 (3 points)

L’exercice comporte une annexe a rendre avec la copie.

On considére les fonctions f et g définies, sur I’intervalle [0 ; + oo [, par f (x) = In(x +1) et g(x) =¢* — 1. On
désigne par “r et ', les courbes représentatives des fonctions f et g dans un repére orthonormal (O; 1; ).
Ces courbes sont tracées sur la feuille annexe, dont le candidat disposera comme il le jugera utile ; cette annexe
sera a joindre a la copie, avec les éventuels ajouts effectués par le candidat,

1° Vérifier que les courbes ¢ et ', ont une tangente commune au point O(0 ; 0). Préciser la position de la
courbe ¢ par rapport a cette tangente.

2° Démontrer que les courbes ¢ et “, sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.

3° Soit a un nombre réel strictement positif.

On se propose de calculer de deux facons différentes le nombre I(a) = foa In (x + 1) dx.

a) En utilisant des considérations d’aires, démontrer que [(a) =aln(a+ 1) — fén @+t (e*-1)dx.

b) En déduire la valeur de I (a).
c¢) Retrouver la valeur de I (a) en effectuant une intégration par parties.
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On considére les fonctions f et g définies, sur I’intervalle [0 ; + oo [, par f (x) = In(x +1)q_et g(x) =e*—1. On désigne par C; et C,
les courbes représentatives des fonctions f et g dans un repeére orthonormal (O; E{'; J)- Ces courbes sont tracées sur la feuille
annexe, dont le candidat disposera comme il le jugera utile ; cette annexe sera a joindre a la copie, avec les éventuels ajouts
effectués par le candidat, 1° Vérifier que les courbes 7y et ¢, ont une tangente commune au point O(0 ; 0). Préciser la
position de la courbe C ¢ par rapport a cette tangente.

f(x)=In (x + 1) et f'(x) :ﬁ ot gx)=¢e¢"—letg'(x)=¢"

— ' —

f0)=1 et £'(0) = 1 g0)=0etg(0)=1
f(0) = g(0) et f'(0) = g'(0) donc “¢ , ont la méme tangente en O.
2° Démontrer que les courbes 7} et 2, sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.
M(x,y) et M'(y,x) sont symétrique par rapport a la droite A d'équation "y =x".
Mix,y)d 7 s y=In(x+1)etx=20 = e=x+letx+121 o x=¢e"-lete’21 = x=¢"-lety=20
= M(yx)U 7y “¢ et v, sont donc symétrique par rapport a la droite A d'équation "y = x"
3° Soit a un nombre réel strictement positif. On se propose de calculer de deux facons différentes le nombre I(a) =
fﬂa In (x + 1) dx. a) En utilisant des considérations d’aires, démontrer que I(a)=aln (a+1) — jg“ @+1) e -1)dx.

I(a) est égal, en unité d'aire, a 'aire de la partie du plan limité par 4

l'axe des abscisse, la courbe “¢ et les droites d'équation x =0 et x =

a. par symétrie autour de A

Cette aire est égale a l'aire de la partie du plan limitée par 1'axe des ? /

ordonnées (symétrique de I'axe des abscisses) la courbe ~, et les t =

droites d'équationy =0ety=a )

I(a) = aire (ABCD) —./ avec ./ l'aire de la partie du plan limitée

par la Ina+1) —t |
courbe ", l'axe des abscisses et les droites d'équation x =0 et x = In i

@+1) )
I(a):hl(a+l)xa_j;)ln(a+l)(ex_l)dx 0 1ln(a+1) 2 x= 3
b) En déduire la valeur de I (a).

I(@)=aln(a+1)—[e"~ x]i)n(aﬂ) =aln(@a+1)—E"*P-In@+1)-("-0)

=aln(@a+1)-e"®Y+Ina+1)+1=@+1)Ina+1)—a—1+1=(+1)In(a+1)—a
¢) Retrouver la valeur de I (a) en effectuant une intégration par parties.

I(a):foaln(xﬂ)dx

ux)=In(x+1)etu'(x 1 Jax~l—1
dx

x+ 1 ¢doncl(a)=[(x+1)In(x+ 1)]3— 1
vix)=letv(x)=x+1 0 X
—@+DIn@+1) -0+ DO+ -[x'=@+DIn@+)-a+0=(@+)n@+1)-a



