1 —t2

S

On considere la suite (I,), n OIN, définie par : I, = J Tonr

0
1° a) Déterminer le sens de variation de cette suite.

b) Montrer que (I,), est une suite positive.
12

¢) Montrer que pour toutt 0 [0 ; 1] on a et en déduire que 0 < I, < Que peut-on en

<
l+n+t~ 1+n n+1

conclure quant a la convergence de (I,) ?

2
2° On consideére f et g deux fonctions définies sur [ 0; 1 Jpar: f(x)=e*+x—-letg-(x)=1-x+ X? —e™
a) Etudier le sens de variation et le signe de f.

b) En déduire le sens de variation de g sur [0 ; 1].
2

¢) Etablir, pour tout x appartenanta [ 0 ; 1 ], ’encadrement : | —x<e*<1-x+ x?

d) En déduire un encadrement de e pour tout t appartenanta [ 0; 1 ].
2 23

< h<s—7—.

3(n+2) 30(n+1)

f) Donner une valeur de p telle que I, < 1072

e) Etablir I’encadrement :

CORRECTION
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On considére la suite (I,), n JIN, définie par : I, L T+ntt

dt. 1° a) Déterminer le sens de variation de cette suite.

12

1 2 1 2 1
B € e _ I p 2+n+t—-1-n-—t _ €
InH_In_L 1+n+tdt_L2+n+tdt fo © (1+n+t)(2+n+t)(jlt L(1+n+t)(2+n+t)dt

) (2 +n+1t)

12 1 12
, e e
Pourtoutreelxde[O,1],(1+n+t)(2+n+t)20doncL ETER dt=0donc I, —1,20.

La suite (I,) est croissante.

b) Montrer que (I,), est une suite positive.
2
(S

1+n+t

1 2

ZOdoncJ e—dtZO
0

pour toutréel xde [0, 1 ] I +ntt

2

< 1
1+n+t~ 1+n
Que peut-on en conclure quant a la convergence de (I,) ?

- 2 . 2 ..
Pourtouttde[0,1], ¢ "'<e™ < e’ carla fonction t oo - ¢ est décroissante sur IR+

et en déduire que 0 <1, <

¢) Montrer que pour toutt [] [0 ; 1] on a ST

1 1
Pourtouttde[O,1],0<1+n+tsl+n.
0<e?<1 ot .
On a donc 1 < 1 donc051+n+tsl+n

Osl+n+t_l+n

1 ~t2 1
oy ST ) e 1 dt t 1
On intégre les inégalités sur[O,l].J —1+n+tdtsjo 1+ndonc Ins[—H—n} doncInS1+n

0 0
2

2° On considére f et g deux fonctions définies sur [0; 1] par: fx)=e¢*+x—-1letg-x)=1-x+ X?— e

a) Etudier le sens de variation et le signe de f.

f est la somme de trois fonctions dérivables sur [ 0, 1 ] elle est donc croissante.

f'x)=—e "+ 1.f'xX)20 = —e*+120 = 12e" = —x<0 = x=0. fest donc croissante sur [ 0, 1 ]
si0<x<1alors f(0) < f(x) < f(1)donce”+0—1<f(x)<e ' +1—1 donc f(x) = 0.

b) En déduire le sens de variation de g sur [0 ; 1].

g est la somme de quatre fonctions dérivables sur [ O ; 1 ] elle est donc dérivable sur [ 0 ; 1 ]

g'x)=—-1+ 2x + e =1(x). On a vu que pour tout réel x de [ 0 ; 1 ], f(x) = 0 donc g est aussi croissante

2
2
¢) Etablir, pour tout x appartenanta [0 ;1 |, ’encadrement : 1 —x<e*<1-x+ X?

2 2 2
si 0 <x <1 alors g(0) < g(x) alors 1 —0+%—e°£g(x) donc0<1 —erX?—e’X donce <1 —x+X7
On a vu que pour tout réel x de [0; 1], f(x)=0donce *+x—-1=0donce *=1-x

2

X

On a bien pour toutréel x de [0; 1], 1-x<e "< 1-x+ 5

2
d) En déduire un encadrement de ¢ pour tout t appartenant 2 [0 ;1].

Sitd[0;1]alors £ O[0;1]
2

Pour toutréel x de [0 ; 1], l-x<e*<1-x+2etdonc enposantx=tzon0btient 1- seP<1-+

2

t4

2
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Pour toutréel x de [0 ; 1],
4 4
2 2 2, t t
0s1-t se“<l-t+3 L2 e® 1—t2+5
1 1 1 donc

e) Etablir I’encadrement :

< <
n+2" 1+n+t n+1

0< < <
n+2 " ntl+t " n+1l
1 2
1-t"+=

: : : : 11—t e 2
. . . ) . < <
En intégrant ces inégalités sur [ 0 ; 1 ] on obtient : Jo o dt< L Ttnit dt< . dt

1 2\ 1 1 £ \]! 1 1 1 1 1
donc[n+2(t—3ﬂ0SInS[n+3(t—3+10ﬂ0dOHCn+2X(1—3)SInSn+1(1—3+10)

1 1 _30-10+3_ 23 2 23

1_§+1—0 T—ﬁonadonc bien mSI“S_TaO m+1)

f) Donner une valeur de p telle que I, < 1072

Pour que I, < 102 il suffit de prendre n tel que

_23 . 107 = <
30 (n+ 1) 30 (n+ 1)~ 100

23 s
0min= 0
23 I 2300

30

= 2300<30(n+1) « ———1 <n il suffit donc de prendre n > 76.



