La Réunion, 1997
Pour n entier naturel non nul, soit fn la fonction d efinie sur I = [0 ; +oo[ par :
n

_X =
fu(x) = Nk
Soit a un ¢élément non nul fixe dans I. Pour tout entier naturel n, on pose :
I(a) = J@ fi(x) dx.
1° Calculer Iy(a).

2° Montrer que, pour tout x de I et pour tout n de IN" : f'y(x) = f;_1(x) — fu(x) et £,(0) =0
et en déduire que, pour toutn > 1 :

a -
In(a) - Infl(a) == F c .

n _k
3° En déduire que pour toutn >0, I,(a)=1—| > %] e’
=0 °

4° Dans cette question, on pose a = 1.
On appelle (U,) la suite numérique définie pour tout n [J IN par :

n
U,=1- Z%] ¢! :j;)l fu(x) dx
0"

On note 7, la courbe représentative de f, dans le repére orthonormal .-~ (unité graphique : 4 cm).
a) Montrer que pour tout entier naturel n, U, > 0 et donner une interprétation géométrique de U,,.
b) Montrer que pour tout entier naturel n, et pour tout x J [0 ; 1] :

fu(x) < % X"

¢) En déduire I’encadrement pour tout entier naturel n: 0 < U, < S — puis la limite de U,
(n+1)!

n
d) Déduire enfin que e = lim (kz %J
— +oo =0 !

CORRECTION




Pour n entier naturel non nul, soit fn la fonction d’efinie sur I = [0 ; +oof par : f,(x) =— e’x Soit a un élément non nul fixe dans I.

Pour tout entier naturel n, on pose : I,,(a) = j;)a f.(x) dx. 1° Calculer Iy(a).

loa) = 2 fo(x) dx = j—e‘xdx Ced=—c®+d=1-c"

2° Montrer que, pour tout x de I et pour tout n de IN" : f ',(x) = f,_1(x) — f,(x) et f,(0) = 0 et en déduire que, pour toutn>1:

L(a) — La(a) = e’
n 1 n n-1 n
%, X - X x X
' — X4 2 (e X=X _ DX B
f'h(x) n! e n!( e) (n—l)!e N fo1(x) — fa(x)
n ak
3° En déduire que pour tout n>0, I, (a)=1—-| > K e
=0
a n _k a0
Initialisation : Ip(a) = et -] > — 1l e'=1- 01 e“=1-¢e" Lapropriété est vérifiée pour n = 0.
! =0 !
nok
Hérédité : Soit n un entier telque I,(a) =1 —| >, Kl
k=0
n+1
Onsaitquepourn+1=1ona: L:(a)—Iy(a)= s * donc I+1(a) =I,(a) — nr1C -
n ok n ok +1 n+1 a*
n est tel que I,(a) =1 — ZF onadonc I =1- Zk_ _n+ pet=1- ZF
k=0 k=0 k=0
Conclusion : pour tout entier naturel n, I(a)=1— Z Kl
k=0
Variante : (mais c'est toujours par récurence)
Pour tout entier naturel n supétiuer ou égalea lonal,— I, =— % e “ donc
1
a )
n=1 I]-I():—l_!e a
a2
n=2-I, =-77¢
3 n _k
n=3Ng %= —2=¢™® ¢ en ajoutant membre & membre les inégalités on obtient I, — Ip = — > 2
e 31 J g nooo k!
k=0
__a
b =lor = n!® J

nok
cestadirel,=1-— Zk'
k=0



4° Dans cette question, on pose a = 1. On appelle (U,) la suite numérique définie pour tout n [J IN par :
n
U,=1- ( > —j e = ‘I;)l f,(x) dx On note %; la courbe représentative de f,, dans le repére orthonormal 57 (unité graphique : 4

cm). a) Montrer que pour tout entier naturel n, U, > 0 et donner une interprétation géométrique de U,,.

Pour toutréel xde [0 ; 1], n(x)>0doncf1f(x)dx>0

16 U, est l'aire de la partie du plan limitée par la courbe 7} , I'axe des abscisses, 'axe des ordonées et la droite
d'équation x = 1.
b) Montrer que pour tout entier naturel n, et pour tout x (1[0 ; 1] : f,(x) < % X"

X" X" .
Pour tout réel x de [0; 1], e * < e’ donc e * < 1 donc 1 e < 1

¢) En déduire I’encadrement pour tout entier natureln: 0 < U, < ﬁ puis la limite de U,,.

Pour toutréel xde [ 0; 1], fu(x) < X— En intégrant les inégalités sur [ 0 ; 1 ] on obtient

1 X" I x" Lo x 7 1
1 < 2 2 — N —
fo fu(x) dx.f0 n!dX etcommefo dx = L“ (n+l)l) (n+1)'0npeut dire que Un_( Nt 1)l
On a vu aussi que U, = 0, on peut donc conclure.
n
d) Déduire enfin que e = llm (KZ kl ']
Pour tout entier naturel n, 0 < U, < ﬁ et hn}oo ﬁ 0 donc d'aprés le théoréme des gendarmes la suite

(Uy) converge et nlin+1oo U,=0.

Us=1-| YL edone [T L|e'=1-U
n= 7|¢ donc Zk' e =1-U,
~ k! ~ k!

n - +oo n — +oo

n n
lim U,=0donc lim | Y %j ¢! =1donc lim [kz %j =e.
:0 . n - +oo .



