Antilles-Guyane septembre 2002

PROBLEME

Soit f la fonction définie sur [0 ; 1] par :
f(0)=0

{ f(H)=0 ou In désigne la fonction logarithme népérien.
f(x)=(nx) xIn(1 —x),pourxJ]0,1][

On note ~ sa courbe représentative dans un repere orthonormal (unité graphique : 10 cm).

On admet que lim0 f(x)=0et lirn1 f (x) = 0, ainsi que le résultat suivant : pour o > 0, lim0 xInx =0.
X - X - X -

Partie A - Etude de la fonction f

1° a) Déterminer la limite quand x tend vers 0 de I’expression ﬁ%l

f(x)

b) En déduire la limite quand x tend vers 0 de I’expression ; que peut-on en déduire pour la courbe ~ ?

X
2° Montrer que pour tout x [ ] —% , % [, f 6 — x) =f G + x) Que peut-on en conclure pour C ?

3° Soit ¢ la fonction définie sur ] 0 ; 1] par : ¢(x) = (1 —x) In(1 —x) —x In x.

a) Déterminer ¢ '(x), puis montrer 1’égalité ¢ " (x) = ){2()1(—:)1() ; en déduire les variations de ¢ 'sur ] 0 ; 1].

b) Montrer que ¢ ' s’annule en deux valeurs O et 0, sur ] 0 ; 1 [ (on ne cherchera pas a calculer ces valeurs).
Donner le signede ¢'sur ] 0; 1 [.
¢) Déterminer la limite quand x tend vers 0 de I’expression ¢ (x) et la limite quand x tend vers 1 de ¢ (x).

Calculer ¢ Gj . En déduire le signe de ¢ (x) sur ] 0 ; 1.

4° a) Montrer que f'(x) a méme signe que ¢ (x) sur ] 0 ; 1 [.

b) Donner le tableau de variations de f.

¢) Montrer que, pour tout x 0] 0 ; 1 [, les inégalités suivantes sont vraies : 0 < (In x) x In(1 — x) < (In 2)%.
d) Tracer C .

Partie B - Encadrement d’une intégrale
Pour t [0 ,%[,onpose : Il(t)=ﬁ x In x dx, Iz(t)=f% 2 In x dx, 1(t)=f% f(x) dx.
t t t

1° a) A I’aide d’intégrations par parties, montrer que D
_ 2 1 1, t __Imn2 1 ¢tint t
(M) =-"g"—7g-7 Int+7 et It)= 5

b) Déterminer les limites de I;(t) et de I;(t) quand t tend vers 0.
2 2
2° Soit g et h les fonctions définies sur ] 0 ; % [ par g(x)=— [x + X?} et h(x) = g(x) — XE

a) Etudier sur ] 0 ; % [ les variations de la fonction X <o~ In(1 —x) — g(x).

b) En déduire que, pour tout x [1]0 ;% [ In(1-x)<gXx).

c¢) Par un procédé¢ analogue, montrer que pour tout x [1]0 ; % [ In(1-x) = h(x).
d) En déduire un encadrement de f (x) sur ] 0 ;% [.
3° a) Montrer que — I;(t) — % L(t) < I(t) < — Li(t) — Lx(t).

b) En supposant que I(t) admet une limite notée £ quand t tend vers 0, donner un encadrement de £ .



f0)=0

Soit f 1a fonction définie sur [0 ; 1] par : { fa=o0 ou In désigne la fonction logarithme népérien.
f(x)=(Inx)xIn(1-x), pourx0]0,1[

On note 7 sa courbe représentative dans un repére orthonormal (unité graphique : 10 cm).

On admet que Xli_l.n0 f(x)=0et xli_r'nl f (x) =0, ainsi que le résultat suivant : pour o > 0, xli_{nﬂ xInx=0.

Partie A - Etude de la fonction f 1° a) Déterminer la limite quand x tend vers 0 de I’expression Mlx;xl
. . In(l+h .. In(1+h)—-Inl 1
On sait que lim In(+h)_ lim ( ) =In'(l)=7=1
h-0 h h-0 h 1
. In(l1-x . In(1-—-x
donc hmO Jx—z =1 et donc hmOJX—2 =—1.
X - - X —

On démontre (hors sujet) que lim0 f(x)=0
X -

lim xInx=0

_ In (1 -x) x =0 . _
f(x)=xInx X " lim In(1-x)_ { donc xhino fix)=0
X

X -0
On démontre (hors sujet) que lim1 f(x)=0
X —

Onpose X=1-x = x=1-X {(x)=In(1-X)InX=1(X)
lim1 1-x=0
X -

Xlimo In(1-X)In X} donc Xliin1 f(x)=0

f(x)

b) En déduire la limite quand x tend vers 0 de I’expression L due peut-on en déduire pour la courbe Z” ?

Iim nx=—-o

fx) _ In(1-x) *x-0 . In(1-x)_
X In x % ~ lim In (1 -x) donc Xh£n0 In x % < + o0
X - 0 X

f(X,Z : (f)(o) = f(;) donc fn'est pas dérivable en 0.

Comme f est continue on peut dire que ~ admet en O une tangente verticale.

2° Montrer que pour tout x [1] —% ,% [, f G - x) =f G + x) Que peut-on en conclure pour C ?

(3= s)sin1- ()= m (b (L)
((hex)=tm L fin(i (b ) n(Lex)xn (b Jomadonebien 1l 3] =5{L)

. . . 1 L )
La droite d'équation x == est donc axe de symétrie de .

2
. N ( s . . . i
On a vu que hmo f(x)=0et 11m0 ixﬁ =+ oo donc par symétrie on peut dire que hm1 f(x)=0et hm1 XJK% =+ o0
X - X - X - X - -
3° Soit ¢ la fonction définie sur | 0 ; 1] par : ¢(x) = (1 —x) In(1 —x) —x In x.
2x-—

a) Déterminer ¢ '(x), puis montrer I’égalité ¢ " (x) = " 1 ; en déduire les variations de ¢ 'sur ] 0 ; 1].

(1-x)
(])'(x):—ln(l—x)+(l—x)Xl_—_lx—lnx—xXiZ—ln(l—X)—lnx—2
men —L 11T 1 _x-(=-x)_ 2x-1 X
") lx x 1-x x x(1-x) x(1-x) 0"(x) _
Pour toutréel xde JO; 1 [, x (1 —-x)<0

donc ¢ "(x) est du signe de 2 x — 1 ¢ \A(ID' 6)/'




b) Montrer que ¢ ' s’annule en deux valeurs 0; et 0, sur | 0 ; 1 [ (on ne cherchera pas a calculer ces valeurs).

Donner le signede ¢ 'sur ] 0; 1.

¢v@:_1n(1_%)_ 1n@_z=—1n@—1n@—z=21n2—2<o

limo—ln(l—x)=Oet limO—lnx=+oo donc limO(—ln(l—x)—lnx—2)=+oo

liml—ln(l —X) =+ oo et liml—lnx=0donc lim1 In(1-x)-Inx—-2)=+0

¢ ' est continue et strictement croissante sur ] 0 , % L0O¢d '(] 0 1 [) donc I'équation ¢ '(x) = 0 admet une et une

> 2

seule solution O; dans l'intervalle ] 0, 5 [

De méme donc I'équation ¢ '(x) = 0 admet une et une seule solution O, dans l'intervalle ] % 1

D'apreés les variations de ¢ ' on peut dire que < 0 o a5 1

¢) Déterminer la limite quand x tend vers 0 de I’expression ¢ (x)etta 1i:u)1$w quand-x tcli—i vcl(a) 1 dc_cb (x)(.) il

Calculer ¢ G) . En déduire le signe de ¢ (x) sur ] 0; 1.

d(x)=(1 —x)In(1 —x)—xInx. 1
xliinol_le ' x |0 O 2 o 1

et limoln(lx)—lnl—O}doncxhino(lX)ln(lX)_O '(x) 0 - 0 ¢

Xlir);l;(l—x)ln(l—x)zo 6 /\Q\A/ ’

- lim x Inx =0 }doncxliino(l—X)ln(l—x)—xlnx=0

x -0
X=l-xex=1-Xetdx)=XInX-(1-X)In(1-X)=—¢ (X)

Iim 1-x=0
X - 1

Xliino H(X) =0 } donc Xli_r'n1 ¢ (x) = Xli_r}10 -0X)=0

R R R RO

Onavuqueq; < 1 < a; donc d'apres les variations de ¢ o)

SN~

2

4° a) Montrer que f '(x) a méme signe que ¢ (x) sur ] 0; 1 [.

f(x) =(Inx) X In (1 —x). festle produit de deux fonctions dérivables sur ]0 ; 1[, elle est donc dérivable sur ]0;1][.

-1 (d-x)In(1-x)—xInx_ ¢(Xx)
1-x x (1 —x) x(1-x)

f'(x)=i><ln(1—x)+lnx><

Pour toutréel xde JO; 1 [,x(1—-%x)>0

donc f'(x) est du signe de ¢(x).

b) Donner le tableau de variations de f .

f@ =1In @ x In (1 ~ %) = (ln @)2 = (In2)’

1
x |0 2 1
f'(x) + 0 -
In 2)
f )\A
0

¢) Montrer que, pour tout x [1] 0 ; 1 [, les inégalités suivantes sont vraies : 0 < (In x) x In(1 — x) <an 2)%

d'apres les variations de f on peut dire que pour tout réel x de ] 0; 1[,0 < f 6)
c'est 4 dire 0 < (In x) X In (1 — x) < (In 2)?




d) Tracer C.
. . L, 1 1 1, 1
Partie B - Encadrement d’une intégrale Pour t (0] 0, 5 [, on pose : I;(t) = DR In x dx, I,(t) = 2 X In x dx, I(t) = 2 f (x) dx.
t t t

2
1° a) A P’aide d’intégrations par parties, montrer que : I;(t) = —% _1_16 —% t* Int +tZ .
1
ux)=Inxetu'(x)= X
2 Les fonctions u et v sont dérivables et les fonctions u ' et v ' sont continues sur
v'(x) =x et v(x) 27

2 1 )
1
l'intervalle d’intégration on peut donc intégrer par partie.l;(t) = [XE In X} 2_ jii X X? dx
t t
1
1, (1) & Int 1 x In 2 ﬁlnt[xqi mn2 It 1 ¢
= — —_ _ 5 — = — | — —_ —— __+_
h(® 81“(2) p nt ftzzdx 8 2 L4) 8 T2 164

ux)=Inxetu'(x)=

P |

3 ¢ Les fonctions u et v sont dérivables et les fonctions u ' et v ' sont continues sur
vi(x)=x" et v(x) = 3

3 1 3
X 1
l'intervalle d’intégration on peut donc intégrer par partie.l»(t) = [? In X:| 2_ jgi x 2 dx
t Jt

1. (1) ¢
Iz(t)—ﬁln(z)—glnt— 9 24 3 "2t o
b) Déterminer les limites de I;(t) et de I,(t) quand t tend vers 0.
lim 1,(0 = lim - 22_Int 1 € 32 I
t-0 t-0 8 2 16 4 8 16
hm_M_t3 nt 1 ,¢_ 2 1 2
t-0 24 3 729 24 72 24 72
2° Soit g et h les fonctions définies sur | 0;%[ par g(x)=—|:x+X72:| et h(x)=g(x)—%2

1
[xjiz_ln_z_ﬁ Int 1 ¢
t

n2 1

d lim Lxy(t) =
onctimo 2(t)

a) Etudier sur ] 0 ; % [ les variations de la fonction xo- In(1 —x) — g(x).

2
Soit g; définie sur ] 0 ;%[par gi(x)=1In (1 —x)+[x+%}
1A+ (d-x_-1+1-%x_ %

glestdérivablesur]O;l[etgl'(x)=ﬁ+l+x= - -

pour tout réel x de 1 0 ; 1[, g'(x) < 0 donc g; est décroissante sur ] 0 ; 1]
b) En déduire que, pour tout x 1] 0 ; 1 [ In(1-x)<gX).
g1(0)=1In (1 —0)—g(0) =0 et g; décroissante sur ] 0 ; % [

donc pour tout réel x de ] 0 ;% [ g1(x) £ 0 donc In (1 —x) < g(x)



¢) Par un procédé analogue, montrer que pour tout x (1] 0 ; 1 [ In(1-x)2=h(x).
2
Soit h; la fonction définie sur ] 0 ;% [ par hj(x) =In (1 —x) —h(x) =1In (1 —x) — g(x) + XE =In(l-x)+x+x°

h; estdérivable sur ] 0 ;%[et X 0 % 1
hf(x)=ﬁ+l+2x=_1+(11r3;)(1_x) X 0+ +
5 1-2x + 0 —
ol l-x+2x-2x" x(1-2%) 1 —x n n 0
I-x I-x P(x)
Donc sur ] 0 ; é[hl(x) > 0 donc h; est croissante sur ] 0 ;%[

h(0) =In (1 —0) + 0 + 0% = 0 donc pour tout réel x de ] 0 ;% [, hi(x) 2 0 et donc In (1 —x) = h(x)
d) En déduire un encadrement de f (x) sur ] 0 ;% [.

Pour tout réel x de ] 0 ;%[, Inx<0eth(x)<In(l-x)<g(x)donch(x)xInx=(nx)XIn (I —x)=Inx X g(x)
c'est a dire

In x X(—X—X;)sf(x)slnx x(-x-x")

3° a) Montrer que — I;(t) —% L(t) < I(t) < - L,(t) - Ly(t).

Pourtoutréelxde]0;%[,lnxX(—x—%sf(x)slnxx(—x—xz)

On peut intégrer les inégalités sur l'intervalle | t ; % [.

1 X 1 1 2
fz—lnx(x—%—zjdxsfzf(x)dxsfz—lnx(x+x ) dx
t

donc — flenxdx—zflenxdx<l(t)< f%xlnxdx—f%lenxdx
t

done — Iy(t) — 5 L(t) < I(t) < — 11(t) — I(b).
b) En supposant que I(t) admet une limite notée ¢ quand t tend vers 0, donner un encadrement de £.

. _ In2 1 In2 1
tham0 Li(t)=— 2 16 —et hm L(t) = donc

24 72

In2 1 In2 1 ln2 1 In2
s t16" a3 T1aa=t =g +16+24+72d°nC
21In2+10 24In2+11

0,170 STSfSTS 0,192




