Pour tout réel k strictement positif, on considére la fonction fy définie sur [ O ; + oo [ par :
fi(x) =In (" + k x) —x
Soit (7 1) la courbe représentative de la fonction fi dans le plan muni d'un repére orthogonal (O; 1; j), (unités
graphiques : 5 cm sur 1'axe des abscisses et 10 cm sur I'axe des ordonnées).
Etude préliminaire
Mise en place d'une inégalité
On considere la fonction g définie sur [ 0 ; + oo [ par g(x) =In (1 + x) —x.
1° Etudier le sens de variation de g.
2° En déduire que, pour tout réel a positif ou nul, In (1 +a) < a.
Partie A
Etude de la fonction f; définie sur [ 0 ; + oo [ par fi(x) = In (¢* + x) — X
1° Calculer f;'(x) pour tout réel x appartenant a l'intervalle [ 0 ; + oo [ et en déduire le sens de variation de la
fonction fj.

2° Montrer que, pour tout réel x appartenant a l'intervalle [ 0 ; + oo [, f1(X) = In (1 + ?)

En déduire la limite de f; en + oo.

3° Dresser le tableau de variation de fj.

Partie B

Etude et propriétés des fonctions fi.

1° Calculer fi'(x) pour tout x appartenant a l'intervalle [0 ; +oo[et en déduire le sens de variation de la fonction fi.

2° Montrer que, pour tout réel x appartenant a l'intervalle [ 0 ; + oo [, fi(x) =1In (1 +k §)

En déduire la limite de fi en + oo.
3° a) Dresser le tableau de variation de f.

o=

b) Montrer que, pour tout réel x de l'intervalle [ 0 ; + o0 [, on a : fi (x) <

4° Déterminer une équation de la tangente (Ty) a ( k) au point O.
5° Soit p et m deux réels strictement positifs tels que p < m. Etudier la position relative de (7 p) et (7 m).
6° Tracer les courbes () et ( “,) ainsi que leurs tangentes respectives (T;) et (T2) en O.
Partie C
Majoration d'une intégrale
Soit A un réel strictement positif, on note A(A) l'aire, en unités d'aire, du domaine délimité par I'axe des
abscisses, la courbe ( ~ i) et les droites d'équations x =0 et x = A.
1° Sans calculer A(A), montrer que A(A) <k f())\ x ¢ " dx (on pourra utiliser le résultat de la question
préliminaire).
2° Calculer, a l'aide d'une intégration par parties, 1'intégrale
f())\ x e dx

3° On admet que A(A) admet une limite en + c. Montrer que
Alingoo AN) <k

Interpréter graphiquement ce résultat.

CORRECTION




Pour tout réel k strictement positif, on considére la fonction fy, définie sur [ 0 ; + oo [ par : fi(x) =In (¢* +kx) — x

. Soit ( Z’) la courbe représentative de la fonction f; dans le plan muni d'un repére orthogonal (O; 1; j), (unités graphiques :

5 cm sur I'axe des abscisses et 10 cm sur 1'axe des ordonnées). Etude préliminaire Mise en place d'une inégalité
On considére la fonction g définie sur [ 0 ; + oo [ par g(x) =In (1 + x) — x. 1° Etudier le sens de variation de g.

x oo~ In (1 + x) est la composée de deux fonctions dérivables sur [ O ; + oo [ elle est donc dérivable sur [0 ; + oof.

g est la somme de deux fonctions dérivables sur [ 0 ; + oo [ X -0 +00
N | e e O ) signede g'
g(X)_1+x_ E——— —1+XSOSur[O,+oo[ g 0\

2° En déduire que, pour tout réel a positif ou nul, In (1 + a) < a.
g est décroissante sur [ 0 ; + oo [ et g(0) = 0 donc pour tout réel x de [ 0; + oo [, g(x) <0
Pour tout réel a positif ou nul on sait que g(a) <0 donc In (1 +a) < a.

Partie A Etude de la fonction f; définie sur [ 0 ; + oo [ par f;(x) =In (e* + x) — x
1° Calculer f; '(x) pour tout réel x appartenant a l'intervalle [ 0 ; + co [ et en déduire le sens de variation de la fonction f;.
La fonction x «5- In (e + x) est de la forme In u ot u est une fonction dérivable sur [ 0 ; + oo [ elle est donc

. e u' e +1
dérivable sur [ 0 ; + oo [ et sa dérivée est de la forme U Fix
f; est la somme de deux fonctions dérivables sur [ 0 ; + oo [ elle est donc dérivable sur [0 ; + o [etona:
, e +1 ef+1-e"—x 1-x
f1 (X) =X — 1= X =X
€ +X e +x e +X

Pour tout réel x de [ 0 ; + oo [ " + x = 0 donc f'(x) est du signe de 1 —x.
f; est donc croissante sur [ 0, 1 ] et décroissante sur [ 1 ;+ oo [

2° Montrer que, pour tout réel r appartenant a l'intervalle [ 0 ; + oo [, f;(x) =In (1 + %) En déduire la limite de f; en + oo,

fl(x)z1n(eX+x)_x:1n(ex+x)—1n(e")=1n(exe§xj=1n(1 +el)

X

On sait que lim e; =+ donc lim % =0

lim 1+== X

xore @ donc lim 1n(1+—xj= lim InX=0.

Iim InX=0 X — +oo € X o1 X 0 1 +00
X-1 signe de f + 0 -
3° Dresser le tableau de variation de f;. fi(1)

0 £, /V \

f1(0)=0etfi(1)=1In (1 +E) 0 0

Partie B Etude et propriétés des fonctions fi.
1° Calculer fi '(x) pour tout x appartenant a I'intervalle [ 0 ; + oo [et en déduire le sens de variation de la fonction f,.
Pour tout réel x de [0 ; + oo [, e* +k x > 0 car k >0.

La fonction x <o In (¢* + k x) est de la forme In u ot u est une fonction dérivable sur [ 0 ; + oo [ elle est donc

' X
dérivable sur [ 0 ; + oo [ et sa dérivée est de la forme LA S—+k
u ¢ +tkx
fx est la somme de deux fonctions dérivables sur [ 0 ; + oo [ elle est donc dérivable sur [0 ; + o [etona:
fk'(X)z §X+k_ =ex+k*eX*kX=k*kX.
e +kx e +kx e +kx

fx' est donc du signe de k — k x =k (1 —x) c'est a dire du signe de 1 — x.
fx est donc croissante sur [ 0, 1 ] et décroissante sur [ 1 ;+ oo [

2° Montrer que, pour tout réel T appartenant a l'intervalle [ 0 ; + oo [, fi(x) =In (1 + k%) En déduire la limite de fy; en + oo,
*+kx X
— |=In |1+tk=
€
lim 1+k

fk(x)=1n(ex+kx)—x=1n(ex+kx)—ln(ex)ZIn(e &

. X X — too . X .

lim — =0 donc donc lim In (1 ~I—k—x): lim In X=0.
c € X -1

X = e Iim InX=0 X = e
X*)l

=1

O, <




X 0 1 +o00

3° a) Dresser le tableau de variation de f,. signe de fi' + 0 -

fi(1)
fi \O
b) Montrer que, pour tout réel x de I'intervalle [ 0 ; + o [, on a f; (x) s% 0 /

D'apres les variations de fi on put dire que fx(1) est le maximum de la fonction fi sur [ 0 ; + oo [
1 k

fi(1) =1n (1 +kg) =In (1 +g)

On a vu que pour tout réel a positif ou nul In (1 +a) < a.

k

En posant a = k on obtient : In (1 + k) <=
e e/ ¢

On peut conclure que pour tout réel x de [ 0 ; + oo [ : fi(x) < f1(1) <

o |

4° Déterminer une équation de la tangente (T\) a ( Z%) au point O.

fk(0) = 0 et f'(0) = k donc 1'équation de (Tx) est: y=0+k (x —0) c'est a dire y =k x.

5° Soit p et m deux réels strictement positifs tels que p < m. Etudier la position relative de (Z") et (2" ).
Pour étudier la position relative de (7 ) et (7 ), il faut étudier le signe de f,(x) — fin(%).

() = In (& o n (& _p(etpx

fr(x) —fa(x)=In(e"+px)—x—In(e"+mx) +x ln(ex+mx)

x> 0.
fp(x)—fm(X)ZOQln(eex—:ri%)ZOQ:x—:ri%ZIaex+px26x+mx(carex+mx>0)

e pX2mx < p=m(carx>0)
Sim < p alors (7 1) est au dessous de (7 p)

6° Tracer les courbes ( 77 ) et ('23) ainsi que leurs tangentes respectives (T;) et (T,) en O.

Partie C Majoration d'une intégrale Soit A un réel strictement positif, on note A(A) I'aire, en unités d'aire, du domaine délimité
par I'axe des abscisses, la courbe (Zy) et les droites d'équations x =0 et x = A.

1° Sans calculer A(A), montrer que A(A) < k f(})\ x ¢ ¥ dx (on pourra utiliser le résultat de la question préliminaire).

( 7 x) est au dessus de 1'axe des abscisse donc A'(A) = fo)\ fi(x) dx

_ X)op X
fi(x) = In (1 +kex)skex

OxO[0,A], fix)<kxe™
On peut donc intégrer I'inégalité sur [ 0, A ] et on obtient :
f())\ fi(x) dx < .I;))\ kxe*dxdonc AAN)<k fo)‘ x e dx

2° Calculer, a I'aide d'une intégration par parties, I'intégrale fo}\ x e dx
ux)=xetu'(x)=1
vix)=e“etv(x)=—¢ "

l'intervalle d’intégration on peut donc intégrer par partie.
~ —xy1A ~ Y ~ A —x1A A A

A X = —_e ] - [A _e X =_ _ A X =_ _ =_ _
foxe dx [x><(e)]0 jg)lx(e)dx Ae OJrfO e dx=-Ae +[e:|O Ae"—e"+1
fg\ xe*dx=1-Aet-¢e
3° On admet que A(A) admet une limite en + co. Montrer que )\linj A(M) £ k. Interpréter graphiquement ce résultat.
Pour tout A réel positifona: A(A) <k (1 —A e?— eM<k
On obtient donc bien, par comparaison de limite , )\lin}m AN <k

} Les fonctions u et v sont dérivables et les fonctions u ' et v ' sont continues sur

L'aire, en unités d'aire, du domaine délimité par 1'axe des abscisses, la courbe ( 7 ) et I'axe des ordonnées est
donc majorée par k.









