EXERCICE 3 5 points

Soit fla fonction définie sur ’intervalle [0 ; + o [ par: f(x)=(x— 1) (2 —¢ ™).
Sa courbe représentative ~~ est tracée dans le repere orthonormal ci-dessous (unité graphique 2 cm).
1° a) Etudier la limite de fen + oo .

b) Montrer que la droite A d’équation y =2 x — 2 est asymptote a ~ .
c¢) Etudier la position relative de ~ et A.

2° a) Calculer f'(x) et montrer que f'(x) =xe ™ +2 (1 —e ™).

b) En déduire que, pour tout réel x strictement positif, f'(x) > 0.

c) Préciser la valeur de f'(0), puis établir le tableau de variations de f.

3° A I’aide d’une intégration par parties, calculer ’aire, exprimée en cm? , du domaine plan limité par la courbe 7,
la droite A et les droites d’équations x = 1 et x = 3.

4° a) Déterminer le point A de ~ ou la tangente a ~ est parall¢le a A.

b) Calculer la distance, exprimée en cm, du point A a la droite A.
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Soit f 1a fonction définie sur I’intervalle [0 ; + oo [ par : f(x) = (x — 1) (2 — 7). Sa courbe représentative 7 est tracée dans le
repére orthonormal ci-dessous (unité graphique 2 cm). 1° a) Etudier la limite de fen + o .

lin} X—1=+o
lim 2—¢*=2 donc lim f(x)="+oo.

b) Montrer que la droite A d’équation y =2 x — 2 est asymptote a 7 .
f(x)-2x-2)=(x—-1)Q2-e")-2x+2=2x-2-xe*+e*-2x+2=—xe“+e*
lim xe*=0et lim ¢*=0donc lim f(x) - (2 x—2)=0. Aestbien asymptotea " en+oo.

X — too X — too

c) Etudier la position relative de 2" et A. X |— o0 1 + o0
fx)-2x-2)=e¢™(1-x). 1—x + 0 _

e (1-x). + 0 —
2° a) Calculer f '(x) et montrer que f'(x)=xe™ +2 (1 —e™). ~ audessus ~ au dessous
f'x)=1x2-e)+(x-1)e"=2-e"+xe —¢" de A de A

=xe +2(1—¢™).

b) En déduire que, pour tout réel x strictement positif, f '(x) > 0.
xe >0
2(1-e%>0
¢) Préciser la valeur de f '(0), puis établir le tableau de variations de f.

£'0)=0xe’+2(1-¢e"=0.

}doncxe‘x+2(1—e_")>0

3° A I’aide d’une intégration par parties, calculer I’aire, exprimée en cm” , du domaine plan limité par la courbe 7, la droite A et
les droites d’équations x =1 et x = 3.

Sur[1,4] ~ estaudessous de A

l'unité graphique est de 2 cm donc l'aire cherché est égale a : X 0 +00
JH2 (x=2—f(x) dx x 4, signede f'| 0 +

+ o0
.‘/=4><f14—efx+xefxdx=—4Xf14e’xdx+4><f14xe’xdx f _1/

On calcule f14 x € " dx a l'aide d'une intégration par partie.

ux)=xetu'x)=1

V() =™ et v(x) = — ex} Les fonctions u et v sont dérivable et leur dérivées sont continues donc :

—X —x74 —X - —x14
fl“xe dx=[-xe ]l—fl“(—e Ydx=—4e*+e'[e 1,

= 4ettel_et+el=—5e*+2¢"!

r/=4><[e*"]‘1‘+4><(—5e*‘+2e*1)=4e4‘—4e*1—20e*4+8e*1=—16e*1+4e*1

4° a) Déterminer le point A de " ou la tangente & Z” est paralléle a A.

Latangente en A a ~ est paralléle a A si et seulement si f'(a) =2
f'x)=2 =xe " +t2(1-e¢")=2¢e¢"(x-2)=0 = x=2.
f2)=2-e’etA(2,2-¢"



b) Calculer la distance, exprimée en cm, du point A a la droite A.

| axatbyatc |
Remarque : on peut utiliser directement la formule du cours : d(A, A) = m
a

ou I'équation de Aest: ax + by + ¢ =0 ou bien la retrouver.
Equationde A: 2 x— y—2=0. Soit H le projeté orthogonal de A sur A.

B, 2
AH=k i oufi (_ 1 ) est un vecteur normal de A.

AH . 1
AH.fi=k| fi|Pet AH=k|x| | :|HTH

H O A donc 2XH—yH=Zetdonc|ALH-TT|=|Z(XH—XA)—(YH—YA)|=|2—2XA+YA|=|ZXA— ya—2

[2xa—ya-2] [2x2-2+e?-2] 25
etdonc d(A,A)=AH= \/lsz = \/g G .onadonc AH=0,12 cm

Variante plus "analytique"
Le projeté orthogonal de A sur A a ses coordonnées qui vérifient :
{2x—y—2=OcarHDA
2(y—ya)— (= 1) (x —x4) = 0 car AH et i colinéaires
2x—-y—-2=0 2x-y—-2=0 y=2x-2 x=2-2¢7/5
{2(y—(2—ez))+x—2=0 < {x+2y—6—262 < {x+4x—4—6—262 < {y=2—4e2/5
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