AMERIQUE DU SUD, 1992 Fonctions logarithmes ; Intégrales ; Suite
A tout entier naturel n = 1 on associe la fonction numérique f, définie sur l'intervalle [ =[1 ; + oo [ par :
£,(x) = 1 (Inx)"
B n! x
On note ~ , en la courbe représentative de fn dans un repére orthogonal (O ; 1, j) du plan. (Choisir comme unités
graphiques 1 cm sur x'x et 10 crosury'y.)
La partie A propose I'étude de f;. Dans les parties B et C on précise certains comportements des fonctions f; et de
primitives de ces fonctions.
Partie A - Etude de f;
1° Déterminer la limite de f en + o . Etudier les variations de fj.
2° Tracer la tangente & | au point d'abscisse 1 puis tracer la courbe ~ ;.
3° A l'aide d'une intégration par parties, calculer, pour x élément de I :

Li(x)= flx fi(t) dt.

Partie B - Comportement des fonctions f, pour n =1

1° En remarquant que , déterminer la limite de f;, en + oo .

(11; ;1)“ _ ((lxn2 715)) n

2° a) Calculer f,'(x) et vérifier que f,'(€"*) =0 .

Donner le tableau de variation de f;,.

n
b) Vérifier que la valeur maximale de f, sur [ est : y, 1 (ZLej

3°a) Soit x [ I . Etudier, suivant les valeurs de x, le signe de f( x) — f] (x).
b) Déterminer la tangente a C , au point d'abscisse 1.

Préciser les positions relatives de C | et C .
Tracer 75 dans (O; 1, 7).

4° On se propose d'étudier la suite (Ynyn>1 -
Soit n un entier strictement positif.

fn+1!X!

a) Calculer, pour x> 1, £,(x)

n+l
b) Montrer que yn+ = 5 fi (e 2 ) et que ypi < % Yn

. 11
c¢) En déduire que y, < o
Quelle est la limite de la suite (ynn>1 ?

Partie C - Etude de primitives de f, sur I
A tout entier n = 1 et a tout nombre réel x de I, on associe l'intégrale : I,(x) = fl" fu(t) dt.

1° a) Soit k = 1 un entier.

k+1
Grace a une intégration par parties démontrer la relation : I (x) = [i(x) — ® +1 o (In z)

b) En déduire que pour touzt entiern =1 1
In(X):l_l_lnx_(lnx) o (Inx)™ (nx)
x x 2!x mn—-1)!'x n!x




2° Soit o = 1 un nombre réel fixé.
a) Montrer que 0 < [,(0) < (0 — 1) yn , (Yn @ été défini dans B.2° b) )
b) En déduire ling I,(a). (On utilisera B.4° ¢) )

2
3°Pourn=1etx =1 onpose: Wn(x)=1+hll?+(h;;) +...+ ol

a) Exprimer W,(x) en fonction de [,(x) .
b) a = 1 étant un nombre réel fixé, déterminer 1ir£1oo Wi(0).

c¢) En déduire la limite y de la suite (Uy,), > 1 de terme général :
B B 1
Un =l ytayt - or
En s'aidant de la calculatrice, donner une valeur décimale approchée de Ug a 10 prés.

Comparer cette valeuray.

CORRECTION




A tout entier naturel n = 1 on associe la fonction numérique f, définie sur l'intervalle = [1 ; + oo [ par : f,(x) = L %L On note

7 . en la courbe représentative de fn dans un repére orthogonal (O ; T . ) ) du plan. (Choisir comme unités graphlques 1 ¢m sur
x'x et 10 crosury'y.) La partie A propose I'étude de f;. Dans les parties B et C on précise certains comportements des fonctions f, et
de primltlves de ces fonctions. Partie A - Etude de f; 1° Déterminer la limite de f en + co . Etudier les variations de f;.
B 1 g n x) _Inx
fix)=77 7
X X
, \ o . . In
On sait, d'apres les théoréme des croissances comparrées, que : lim 7 =0 donc 11m fi(x) = 0.

X - +oo

f) est le quotient de deux fonctions dérivables sur I, elle est définie sur I elle est donc dérivable sur I

l><xz—2xlnx 5«1 1 21 X 1 e'”? +00
X — . ,
O A e signe de N
Sur I, la fonction f;'(x) est du signe de 1 —2 In x fi / 3o \
1—21nx>o<:1>21nX<=1nx<%<=x<e/ 0 0
12y 1
fi(e )_2e

2° Tracer la tangente a #”; au point d'abscisse 1 puis tracer la courbe 7.

3° A l'aide d'une intégration par parties, calculer, pour x élément de I :I,(x)= fx fi(t) dt.

1

u(t)=Intetu'(t)= r
1 1 Les fonctions u et v sont dérivables et les fonctions u ' et v ' sont continues sur

v'(t) = 2 et v(x) = —%

l'intervalle d’intégration on peut donc intégrer par partie.
xInt , | 1 orx( 1)1 In x x1 . Inx 17" Inx 1
Li(x) = =z dt=|-=Int| — ——|x-dt=—"7"4+0+ | Zzdt=—"T"+|-"| =——--+1.
t 1 | t t X n X X1, X X

n n
Partie B - Comportement des fonctions f, pour n 21 1° En remarquant que glnT;lL = Gl;lT.),Q) , déterminer la limite de f, en + 00 .

n
On sait que lim lzax =0 . en posant =% on peut dire que lim %27)“5 =0donc lim fy(x)= lim (%12719) =0

2° a) Calculer f, '(x) et vérifier que f, '(e"?

f,, est la quotient de deux fonctions dérivables sur I, elle est définie sur i elle est donc dérivable sur I.

) =0 . Donner le tableau de variation de f,.

n—1 l 2 n
f,(X)_n(lnX) O 2 g xx -2 x x (Inx) (Inx)™ (n-2Inx)
n - 4 - =

7 3
X X X
Pour tout réel x de I In x > et x> > 0 donc f,' (x) est du signe de n — 2 In x




n X € +o00
n—21n)(204:»§2x<:»XSen/2 signe de f,' + 0 -
N n(en 2
b) Vérifier que la valeur maximale de f, sur I est: y, = 1' (L) fa
n!\2e 0 0
n
n
£i( el/2) 1 (n (emz)) ( ) _1 (L)n
" n! (")’ n! e" n!Q2e
3°a)Soitx OI. Etudler, sulvant les valeurs de x, le signe de f( x) — f; (x).
(lnx) Inx Inx(Inx
H(x) - fi(x) = 2 R X 1 e’ + 00
In x H(x) — fi(x) - 0 +

B - fi(x) 20 « ==-120 = Inx22 = x2e

b) Déterminer la tangente 3 77 au point d'abscisse 1. Préciser les positions relatives de 71 et Z3.Tracer % dans (O; 1, J).

2 2-1
f(1) = !nl!x__o et /(1) = (In1) (2 2Inl) —o0 L’

équation de la tangente est donc y = 0.

2
4° On se propose d'étudier la suite (ynn>1 - Soit n un entier strictement positif. a) Calculer, pour x>1, sz?
n

fon(x) _ 1 (In x)™"" | x* _Inx
R R T

() s
b) Montrer que y,; = 3 f,\e 2 Jetquey,, < <3 Y

w5 (e
1= m+ 1 2e n! 2el2

€
"
fn( n_ﬂ)=ix—(ln(e% )H—Lx(n; 1)

¢ 2 n! n+l 2 _1'1! en+1 =2Yn+l
e 2
F sed donotles) s o)
e 2 2e? doncfle 2 )<f,\e?) carla fonction f, est décroissante sur [ €%, + oo [
1

(%)
yn carfy e? = Vn

uelle est la limite de la suite (ynn>1 ?

1 n_+1)
donc yn4 <5 5 file 2 /<

owl

¢) En déduire que y, < li

. 1 1
Par récurrence . y, < T

1 1

Initialisation : y; = 2o S-S E ST donc la propriété est est vraie pour n = 1.
11

Hérédité : Soit un entier k > 1 tel que yx < Y3

1 1 ) 11
— ><§1z. On a donc bien yy; < <ok

[\)I»—ﬂ
('D

1
Vi1 S 5 5 Yk s
Conclusion :
s 11 . g g \ . . .
La propriété y, < oon est vraie pour n = 1 et elle est héréditaire d'apres I'axiome de récurrence on peut donc dire
qu'elle est vraie pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1

11 \ Loy . - . .
11r£1 P T 0 donc d'apres les théorémes de comparaison de limites on peut dire que : 11n+1 yn=20



Partie C - Etude de primitives de f, sur I A tout entier n = 1 et 4 tout nombre réel x de I, on associe l'intégrale : I,(x) = f X f,(t) dt.

k+1
Lo (3) = T(x) — e DX

1° a) Soit k = 1 un entier. Grice a une intégration par parties démontrer la relation : “kK+D! X

(nt" o k+D@nt* 1 (nH* 1
O =G 1t O="00 T Xt T R X

v'(t) =¥lzet v(t) :_%

v' sont continues sur l'intervalle d’intégration on peut donc intégrer par partie.

K+ X K ki1 K+l K
Ikﬂz[_%xglnt) } _JX(@lnt! lex(—%jdtZ—l(lnX) +l(ln 1) +jX% In t

Les fonctions u et v sont dérivables et les fonctions u' et

(k+1)! k! t xk+1D! 1(k+1)!
. B 1 (lnx)*"!
On a donc bien I = Iy — TEY "
2 n-1 n
b) En déduire que pour tout entier n 21 I,,(x) =1 _%_lnTx_ (;n! x))‘ — e — (lgh_l i‘; T2 (Illnzxz‘
On démonstration le résultat par récurrence
Initialisation On a démontré que : [;(x) =1 — lnTx —i donc la propriété est est vraie pour n = 1.
s . 1 Inx (Inx)’ (nx)*'  (nx)*
Hérédité : Soit un entier k = 1 tel que Ix(x) =1 X x T 20x (kDI x k!x
po_p_— 1 (n X)) ;1 Inx (n x (o x)* 1 (nx*"
R T k+ D) x x x 2!'x T (k-D!x k!x (k+D! x

La propriété est donc vraie au rang k + 1.
Conclusion : La propriété est vraie pour n = 1 et elle est héréditaire d'apres 1'axiome de récurrence on peut donc
dire qu'elle est vraie pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1

2° Soit a 2 1 un nombre réel fixé. a) Montrer que 0 < I,(0) < (0 —1) y, , (Y, a été défini dans B.2° b))
Pourtoutréel tde [ 1, a ], 0 < fi(t) <y, On peut intégrer les inégalité (ou utiliser l'inégalité de la moyenne)
On obtient: 0 x (o — 1) < f()a fut)dt<(a—-1)y,donc 0 <[ (a)<(1-0a)y,

b) En déduire lim 1,(@). (On utilisera B.4° c))
On a vu au B 4° a) que lin} yn = 0 donc ling (a-1)y,=0

D'apres le théoréeme des gendarmes on a donc : nhrﬂn I(a)=0

3°Pourn=1letx21onpose: W (x)=1+—— In x M + ..+ M a) Exprimer W,(x) en fonction de I,(x) .

1!
1 Inx (nx)? (In x)™" (lnx) _ l(lnx gnx! gnxg) 1
I“(X)_l_ X x 21x U Tm-Dlx ntx ' TxUr et —x Wal®)

donc = Wy(x) =1 - [(x) donc Wy(x) =x (1 — L(x))
b) a = 1 étant un nombre réel fixé, déterminer lin+1 W, (a).
n —» +oo

On a vu que nlin+1°o I.(a) =0 donc nlin}oo a(l-Iya)=a= nlin}oo Wi(a)

¢) En déduire la limite y de la suite (U,), > de terme général : U, =1+ L + % +..+ nl En s'aidant de la calculatrice, donner une

valeur décimale approchée de Ug 2 10™ prés. Comparer cette valeur a Y.

U, = Wy(e) donc lirﬂn U, = lingoo Wie)=e=Yy
Ug=2,7181 ety=2,7183.



