Baccalauréat S Polynésie septembre 2005

On étudie le mouvement aléatoire d'une puce. Cette puce se déplace sur 3 cases notées A,B et C.
A l'instant 0, la puce est en A.

Pour tout entier naturel n :

- Si a l'instant n la puce est en A, alors a l'instant (n + 1), elle est :

. e .1
soit en B avec une probabilité égale a 3

. . .2
soit en C avec une proba égale a 3

- Si a l'instant n la puce est en B, alors a l'instant (n + 1), elle est :
soit en C, soit en A de fagcon équiprobable.
- Si a l'instant n la puce est en C, elle y reste.
On note A, (respectivement B, et C,)) I'événement " a l'instant n la puce est en A" (respectivement en B, en C).
On note a, (respectivement b, et c,) la proba de 1'événement A, (respectivement B, C,).
Onadonc:ag=1,bg=cog=0
Pour traiter l'exercice, on pourra s'aider d'arbres pondérés.
1° Calculer ay, by, ck pour k entier naturel tel que 1 <k < 3.

1
adn+1 = 5 bn

2° a) Montrer que, pour tout entier naturel n, a, + b, + ¢, =1 et 1
bn+1 = g an.

) 1
b) Montrer que pour tout entier naturel n, ay:» = 6 ap.

NP
ap =(g) et ay+ =0
1

¢) En déduire que pour tout entier naturel p, i .
bap =0 et byp1 = 3 X (g)

3° Montrer que lir£1 a,=0

On admet que lin+1m b, = 0. Quelle est la limite de c, lorsque n tend vers + o .

CORRECTION




On étudie le mouvement aléatoire d'une puce. Cette puce se déplace sur 3 cases notées A,B et C. A l'instant 0, la puce est en A.
Pour tout entier naturel n : - Si a l'instant n la puce est en A, alors a l'instant (n + 1), elle est : soit en B avec une probabilité
égale a % soit en C avec une proba égale a % - Si a l'instant n la puce est en B, alors a I'instant (n + 1), elle est : soit en C, soit en
A de facon équiprobable. - Si a I'instant n la puce est en C, elle y reste. On note A, (respectivement B, et C,) I'événement " a
I'instant n la puce est en A" (respectivement en B, en C). On note a, (respectivement b, et ¢,) la proba de I'événement A,
(respectivement B,, C,). On a donc : a, =1, by = ¢y = 0 1° Calculer a, by, ¢, pour k entier naturel tel que 1 <k <3.
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2° a) Montrer que, pour tout entier naturel n, a, + b, +c,=1et

A l'instant n la puce est soit en A, soit en B, soit en C. les evenements A, B, et C, forment donc une partition et
donca,+b,+c,=1.
Si la puce est en A a l'instant (n + 1) c'est qu'elle était en B a l'instant n et on a donc :

1
ant1 = P(Ant1) = pg (Ant1) X p(Bn) = 2 X by
Si la puce est en B a l'instant (n + 1) c'est qu'elle était en A a l'instant n et on a donc :

1
Bui1 = P(Buat1) = pp,(Bet) X (An) =3 > an

b) Montrer que pour tout entier naturel n, a,., =% a,.
. 1 1 1 1 1 1
Pour tout entier naturel nona: ago==bpr1 €t b1 = Taydonc: ap==bp1 == X7 a,=-a,
2 3 2 23 6
1 P
ay, =(E) etax, =0
¢) En déduire que pour tout entier naturel p, p
1 1
bzp =0et b2p+1 = 3 X (g)
, . 1\P
On démontre par récurrence sur p que az, = 6 et a1 =0
L ) 1\0
Initialisation : Sip=0axx=a0=1= 5 et arxo+1 = a; = 0.
g tees s 1\P
Hérédité : Si ay, = 6) Ctaxt = 0 alors :
1 1 Y (1)l 1 s . s epes
Q(p+1) = A2p+2 = 6 —ay = 6 x s ~ 6 et Ayp+1)+1 = A2p+3 = 3 X ay,+1 = 0. la propriété est bien vérifiée pour p + 1.

: : 1P
Conclusion : Pour tout entier naturel p, as, = (E) et azp+1 =0

p
On démontrer que pour tout entier naturel p, by, = 0 et bap+ =% X &)



: 1
On a vu que pour tout entier naturel n, by = 3 a, on adonc:

1 1 1 1 1\P
b2p=§a2p_1=§><0=Oetb2p+1=§a2p=§x(g)

3° Montrer que lin+l a, =0 On admet que lin+l b, = 0. Quelle est la limite de c, lorsque n tend vers + oo .
n — oo n — +oo

6

Si lim a,=0= lim b,alors lim c¢,= lim (1 —a,—b,)=1.

n - +oo n - +oo n - +oo n - +oo

p
< 1 donc lim (%) =0et lim a),=0.Onaaussi lim ay,+; = lim 0= 0. On peut donc dire que lim a, =0.
p_.+oo p_,+oo p_.+oo p_,+oo n — +oo



