Amérique du sud novembre 2004 7 points

Soit f la fonction définie sur [0 ; + oo [ par: f(x)=xe *.

On note I" la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormal (O; T; J) (unité graphique : 10 cm).
Partie A

1° a) Déterminer la limite de fen + oo,

b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.

¢) Construire I" dans le repére (O; 1; j).

2° a) Montrer que, pour tout réel mde ] 0, % [, ’équation f (x) = m admet deux solutions.

N 1 .
b) Dans le cas ou m = 7 » On nomme a et 3 les solutions (avec a < [3).

Déterminer un encadrement d’amplitude 107 de a.

¢) Résoudre 1’équation f (x) =m dans le cas ou m =0 et m =% .

Partie B
1° On considere la suite (un) définie sur IN par :
{ Up=a
Upsy =Upe Un , pour tout entier naturel n
ou a est le réel défini a la question A. 2° b)
a) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, U, > 0.
b) Montrer que la suite (U,) est décroissante.
c. La suite (un) est-elle convergente ? Si oui, déterminer sa limite.
2. On considere la suite (W, ) définie sur N par W, =1n U,,.
a) Montrer que, pour tout n entier naturel, on a U, = W;, — Wy .
b) On pose S, = Uy + U; +-...-+ U,
Montrer que S, = Wy Wy -
c¢) En déduire nlin}mSn.
3 On considere la suite (V,,) définie sur IN par son premier terme V, (V> 0) et, pour tout entier naturel n,
Vo1 =Vae .
Existe-t-il une valeur de V, différente de o telle que, pour toutn = 1, on ait U, = V,, ?
Si oui, préciser laquelle.

CORRECTION




Soit f 1a fonction (%f’:fi&ie sur [0 ; + oo [ par: f(x) =x ¢ . On note I la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormal (O; i; j) (unité graphique : 10 cm). Partie A 1° a) Déterminer la limite de f en + co.
X

XX : . € .
x e *="%On sait que lim —=+ o donc lim f(x)=0. X 0 1 +00
(¥ X - oo X X — 400 N V
signe de f + 0 —
b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations. 1
f est le produit de deux fonctions dérivables sur [ 0 ;+ oo [, ¢ / e \
elle est donc dérivable sur [0 ;+ o[ . 0 0

f'x)=e*+xx(-e)=(1-x)e".
Pour tout réel x on sait que e * est E]posi‘[if donc f'(x) est du signe de 1 —x.
c¢) Construire I" dans le repére (O; E{'; 1)

0,5

2° a) Montrer que, pour tout réel m de | 0 ,% [, Péquation f (x) = m admet deux solutions.

La fonction f est continue et strictement croissante sur [ 0, 1] ; f(0)=0et f(1) = %donc pour tout réel m de 0 , % [
I'équation f(x) = m admet une solution unique dans l'intervalle [ 0, 1 ].

La fonction f est continue et strictement décroissante sur | 1, + o [ ; f(1) = . et 11r1} f(x) = 0 donc pour tout réel m

de ]0, % [ I'¢quation f(x) = m admet une solution unique dans l'intervalle ] 1 , + oo [.

b) Dans le cas ou m = % , on nomme 0 et 3 les solutions (avec o < B). Déterminer un encadrement d’amplitude 107 de 0.

Sim= i alors O est la solution de 1'équation dans l'intervalle ] 0, 1 [ 0,35 < a < 0,36



¢) Résoudre I’équation f (x) =m dans le cas ou m =0 et m =% .

Sim = 0 I'équation f(x) = 0 admet une solution unique dans [ 0, 1 ] et pas de solution dans ] 1 + oo [ La seule
solution est alors 0. f(0) = 0.

Sim= % I'équation f(x) = % n'admet qu'une solution dans ] 0 ; + o0 [ c'estx = 1.

Up=a

U =U,e'n, pour tout entier naturel n
question A. 2° b) a) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, U, > 0.

Initialisation : On saitque a [J ] 0, 1 [donc Uy =a > 0.

Hérédité : Si U, > alors, comme e " > 0 donc Upy; = Uy e "> 0

Conclusion : On a u0> 0 et pour tout entier naturel n : U, > 0 = U,; > 0 d'apres le principe de récurrence on peut
donc dire que : pour tout entier naturel n, U, > 0.

b) Montrer que la suite (U,) est décroissante.

Upr1 — U, =U, (e’Un — 1). Pour tout entier naturel n on a démontré que U, > 0 donc e V"< 1etUpyy— U, <O0.

¢) La suite (U,) est-elle convergente ? Si oui, déterminer sa limite.

La suite (U,) est minorée et décroissante elle est donc convergente.

Partie B 1° On considére la suite (U,) définie sur IN par : { ou  est le réel défini a la

Soit £ salimiteona lim U,={ = lin+1 Uy = lin+1 U,e"=¢ ¢! car la fonction f est continue en £ .
n - +o n — +oo

n — +oo
fl)y=L = lel=t «Lel L=0=L(et-1)=0- £ =0.
2° On considére la suite (W,, ) définie sur N par W,, =In U,. a) Montrer que, pour tout n entier naturel, on a U, =W, — W,,,.

W, — Want = In (Up) — In (Upsy) = In ( Uy ) ~1In ( _IUn) - U,
Un+l c

b) On pose S, = Uy + Uy +-...-+ U,. Montrer que S, =W, —-W,,,; .
Sh=Wo-W;+ W —Wo+ ..+ Wy =W, + W, =Wy =Wo—- Wiy
¢) En déduire lin+l Su-

lim U,=0donc lim W, = lim In (U,) = 1im0 Inx=—o00. et lim S;= lim (Wo— Wy )=+ 00,
n —» +oo n —» +oo n —» +oo X - n —» +oo n —» +oo

3° On considére la suite (V,) définie sur IN par son premier terme V, (V,> 0) et, pour tout entier natureln, V., =V, e,
Existe-t-il une valeur de V, différente de a telle que, pour tout n = 1, on ait U, =V, ? Si oui, préciser laquelle.

f(Uy)=V,=U;=f(a).ad]0,1[doncf(a)J]0, % [ et I'équation f(V,) = f(0)) admet deux solutions a et 3.

Vi =U < V():(]OHV():B.

Si on prend Vy =b alors V,; = U, et on démontre par récurrence que pour tout entier natureln = 1 U, =V,
Initialisation V; =ul

Hérédité : si V, = un alors f(U,) = f(V,) alors Vi1 = Upsr.

Conclusion : V; =U; et Vp=U, = Vyui1 = Upig



