Méthode de Héron : Approximation de la racine carré d'un entier par la méthode de Héron.

Soit p un entier naturel non nul et soient les suites (Uy) et (V,,) et définies par récurrence par
Up=a
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V. = _[}JJ_ et Uiy = Un : Vi Ou a est un réel strictement positif
Démontrer que ces deux suites sont adjacentes et qu'elles convergent vers \/1_) )
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On pourra étudier les variations de la fonction f définie sur ] 0 ; + co [ par : f(x) = Xz—XE et en
déduire que pour toutn O IN*, 0 < U, < \/f)
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Soit f la fonction définie sur ] 0 ; + oo [ par f(x) = —EX;X f \7 /
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Démontrons par récurrence que pour tout entier n différent de 0 : . (n) U, 2 \/f)
Initialisation . (1) : Uy = f(Up ) et Uy = a > 0 donc U; 2~/p

Hérédité : Si .~ (n) vrai alors Uy =~[p > 0 donc f(U, ) =A/p donc .~ (n + 1) est vérifié.
Conclusion : On 0N, U, 24/p
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la suite (U, ) est donc décroissante et minorée par min( \/f) , ) donc elle est convergente.

la suite (V, ) est croissante et majorée par max (\/f), 0) donc elle est converge.

Soit L= nlin}m U, ona Uy =f(U,)Onadonc:{= nlingm U,= nlirgm f(Uy, ) = f(¢) donc
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=0 = t?+p=242 < t?*=p = L =~[pcart 20.
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Vi U, donc nllngm Vi { \/f) \/f)
la suite (U, ) est donc décroissante, la suite (V,, ) est croissante et lingoo U, = lingm V, donc les

suites (U, ) et (V,, ) sont adjacentes.




