Soient (U, ) et (V) les suites définies sur IN* par: U, =1+ 1 + 1 + 1 + ...+ # et Vi=U,+ o xln '

Démontrer que les suites (U, ) et (V,) sont adjacentes. En déduire un entier naturel p tel que U, soit une valeur
approchée a 107 prés par défaut de la limite commune £ des deux suites. Donner I'écriture fractionnaire réduite
de U, ainsi que l'approximation de U, obtenue a l'affichage de la calculatrice.

On définit les suitesu et v par : Uy =1 ; V, =2 et pour tout entier naturel n :

U= Unt2Vy o U4V,

3 5
On pose : W=V — U. Démontrer que la suite W est géométrique. Préciser la limite de W et exprimer W, en
fonction de n. Exprimer U,; — U, et Vo1 — V, en fonction de W,, . En déduire le sens de variation des suites U
et V. Justifier que U et V sont convergentes et ont la méme limite, qui sera notée £.
On pose T=3 U + 10 V. Démontrer que la suite T est constante. En déduire la valeur de £

Méthode de Héron : Approximation de la racine carrée d'un entier par la méthode de Héron.

Soit p un entier naturel non nul et soient les suites (U,) et (V,) définies par récurrence par
Up=0a
_b _ U, +V,y Ou a est un réel strictement positif
Vn - et Un+l -
U, 2
Démontrer que ces deux suites sont adjacentes et qu'elles convergent vers \/f)

2
. _ . s +p s
On pourra étudier les variations de la fonction f définie sur | 0 ; + oo [ par : f(x) = x 7 x et en déduire que pour

toutn O IN*, 0 <U, <+/p

CORRECTION
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Soient (U, ) et (V,) les suites définies sur IN* par : U, = 1+1'+2!+3!+'"+n! et V“_U"+n><n!

Démontrer que les suites (U, ) et (V,) sont adjacentes. En déduire un entier naturel p tel que U, soit une valeur approchée a 107
preés par défaut de la limite commune £ des deux suites. Donner 1'écriture fractionnaire réduite de U, ainsi que 1'approximation de

U, obtenue a I'affichage de la calculatrice.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

— +—+—+—+. +—+— +—t—t+—+ ..+t =—>
Ura=Un =1 1y 2! 31 (n+1)! (1 20 30 n!) (n+1)!_0
donc la suite (U,) est croissante.
Ve - Vo= Uns + 1 U 11 N 1 1

IR E T+ D+ 1) " naxn! @+ 1)! (m+1)(m+1)! nxn!
_ 1 N 1 1 :L(l 1 _l):Ln(n+1)+n—(n+1)2
(mn+1)xn! (m+1)x(m+1)Xn! nxn! n! (n+1)° n/ n! n(n+1)°

_ -1 . o

m < 0 donc la suite (V,) est décroissante.

1 1 .
_ = —+ _ =
Vo= Un=Un nxn! 0 nxn!etnllngoonxn

1= 0 donc nlin}m (Vo—Uy =0.

Les suites (U,) et (V,) sont donc adjacentes. Elles convergent vers la méme limite £ .

25033
Ug = =2,318
10800
On définit les suites u et v par : Uy =1; Vy, =2 et pour tout entier naturel n : U,y = % s Vo = %

On pose : W=V — U. Démontrer que la suite W est géométrique. Préciser la limite de W et exprimer W, en fonction de n.
Exprimer U,;; — U, et V., —V, en fonction de W, . En déduire le sens de variation des suites U et V. Justifier que U et V sont
convergentes et ont la méme limite, qui sera notée £

On pose T=3 U + 10 V. Démontrer que la suite T est constante. En déduire la valeur de 4

Un+4Ve Up+2Vy 3Us+ 12V, 5Ua— 10V,
5 3 15 15(V —Un)

Wior1 = Va1 — U =

la suite (W,) est bien géométrique de raison -

15
+ +
Upt1 —Up= w —U,= Upt2 \g =3 U § W, > 0 donc (U,) est croissante.
+ + - .
Vi1 — Vo = w —V,= Up +4 \;n SR —% W, < 0 donc (V,) est décroissante.
2
‘ 151 < 1 donc nllmw W, =0 et on peut dire que les suites (U,) et (V,) sont adjacentes.

+ +
3 Upsy + 10 Vo =3 22 32\’“+10Un 54Vn=Un+2Vn+2Un+8Vn=3Un+10Vn.1asuitTestdonc

constante. Pour tout entier natureln 3 U, + 10 V,=3 Uy + 10 V,=23.

hmmU ={ = 11m V,, donc 11m 3U,+10V,=3L+10¢ donc 13¢ =23 donc! —%



Méthode de Héron : Approximation de la racine carrée d'un entier par la méthode de Héron. Soit p un entier naturel non nul

Uo =a
et soient les suites (U,) et (V,) définies par récurrence par _bp _U, +V, Ou a est un réel strictement positif
Vn—U et Upy="">

Démontrer que ces deux suites sont adjacentes et qu'elles convergent vers \E) On pourra étudier les variations de la fonction f

2
définie sur ] 0 ; + oo [ par : f(x) = %R et en déduire que pour toutn OIN, 0 < U, < \/f)

_Up+Vy o _Up+V, 20U, V- Uy

Gram B =t 2 2 x o b oo
2
Un—Vn=Un_{J°—n=WT;E :
Un+i :Un+Vn:Un+—[}L":Un2 +p = f(Un)
2 2 2 U,

2
+
Soit f'la fonction définie sur ] 0 ; + o [ par f(x) =X2—XE
2xxx—(x>+p)x1 :X2—‘p
2x° 2x°

_p*tp_
) =2
Ox OR:, fix) 24/p

On a donc pour tout entier naturel n = 1 U, = (U, ;) 2 \/f)
OnaOnON,

£'(x) =

2
Unz—pZOetUHZOdoncUn—Vn=U“T_BZO

Vn_UnS

> 0

Uni1 —Up =
Vi1 — Vi =mﬁ (Up — Ups) 20 car aﬁz 0etUy— Uy 20

la suite (U, ) est donc décroissante et minorée par min( \/f) , ) donc elle est convergente.

la suite (V) ) est croissante et majorée par max (\/5, o) donc elle est converge.

Soitl = nlingm U, ona U, =f(U,)Onadonc:{= nlin}m U,= nlin}m f(U, ) = f(¢) car f est continue donc
£+p

5p =L e Crp=20t = 7=p = ¢ =+[pcart 20.

n —» +oo

lim un= donc lim V,= lim P2 _D_
n - +oo \/5 n _ 4o Un \/I_) \/5



